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Einleitung

Ziel der Vorlesung ,,Halbleiterbauelemente“ ist es, einerseits die physikalischen Grundlagen und die
Wirkungsweise einschligiger Halbleiterbaulemente zu vermitteln und zum andern einen Uberblick
iiber die Vielzahl der heute gebrauchlichen Bauteile zu geben. Der Schwerpunkt dieser Vorlesung
liegt auf dem Erarbeiten von Bauelementmodellen unterschiedlicher Komplexitdt. Die Anwen-
dung ausgefeilter Computermodelle wird hier nicht angestrebt, da diese, so wichtig sie fiir den
tatséchlichen Schaltungsentwurf sind, in der Regel keine tiefere Einsicht in die Bauelementfunkti-
on und die prinzipiellen Grenzen der Bauelementanwendung erlauben.

Die Vorlesung ist wie folgt aufgebaut: In den Kapiteln 1 bis 5 werden die fiir die Halbleiter-
bauelemente wichtigen festkorperphysikalischen Grundlagen zusammengestellt. Diese Teile wur-
den auch schon weitgehend in der Vorlesung Festkorperelektronik behandelt und dienen hier nur
der Auffrischung. Darauf aufbauend befassen sich die Kapitel 6 bis 10 mit der Wirkungsweise
des pn-Uberganges, verschiedenen Arten von Dioden, Bipolartransistoren, sowie mit Halbleiter-
Grenzschichten und Feldeffekttransistoren. Die Vorlesung lehnt sich an die von den Vorgéngern
Prof. Grau, Prof. Kértner und Prof. Leuthold am Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) gehal-
tenen Vorlesungen an. Weitere Inhalte wurden aus Lehrbiichern entnommen; die entsprechenden
Quellen sind im Text angegeben.

Literaturempfehlungen

Literaturempfehlungen zur Vertiefung und Ergédnzung des Vorlesungsstoffes sind nachstehend auf-
gelistet. Begleitend zur Vorlesung bieten sich insbesondere die Lehrbiicher von Sze und Ng, Sze
und Lee, Streetman und Banerjee sowie das Lehrbuch von Pierret an. Das Buch von Sze und Ng
beschreibt eine grofie Anzahl von Halbleiterbauelementen sehr ausfiihrlich. Die Biicher von Ash-
croft und Kittel vermitteln einen tieferen Einblick in die Physik der Halbleiter, geben aber keinen
Uberblick iiber Halbleiterbauelemente.
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Kapitel 1

Grundlegende Eigenschaften von
Halbleitern

In diesem Kapitel sollen die grundlegenden Eigenschaften von Halbleitern eingefiihrt werden. Wir
werden zunéchst den Aufbau von Halbleiterkristallen diskutieren und darauf aufbauend die zu-
gehorigen Halbleiterbandstrukturen untersuchen.

1.1 Halbleitermaterialien

Festkorper kann man in Abhéngigkeit von der elektrischen Leitfdhigkeit in drei grofie Klassen
unterteilen: Isolatoren, Halbleiter und Leiter (Metalle). Als Halbleiter (engl. semiconductor)
werden diejenigen Elemente bzw. Verbindungen von Elementen bezeichnet, deren Leitfahigkeit bei
Zimmertemperatur und bei hochster Reinheit zwischen jener der Metalle und jener von Isolatoren
liegt. In Abb. 1.1 sind die elektrische Leitfdhigkeit o und der spezifische Widerstand (p = %) fiir
Halbleiter, Isolatoren und Metalle abgebildet. Bei Halbleitern héangt die Leitfihigkeit empfind-
lich vom Reinheitsgrad des Materials ab und kann sich dementsprechend iiber mehrere Dekaden
dndern — angedeutet durch ausgedehnte Balken in der Abbildung. Ein wichtiges Unterscheidungs-
merkmal zwischen Halbleitern und Metallen besteht darin, dass die Leitfahigkeit von Halbleitern
mit steigender Temperatur zunimmt, wihrend bei Metallen die Leitfdhigkeit mit zunehmender
Temperatur sinkt. In den nachfolgenden Kapiteln werden wir die Ursache hierfiir noch eingehen-
der untersuchen.

Man unterscheidet zwischen Element-Halbleitern wie z.B. Silizium (Si) oder Germanium
(Ge), und sogenannten Verbindungshalbleitern (engl. ,,compound semiconductors*) wie z.B.
Galliumarsenid (GaAs) oder Galliumphosphid (GaP). Element-Halbeiter sind eine Untergruppe
der Halbmetalle, und stehen im Periodensystem der Elemente zwischen den Metallen und Nicht-
metallen, siche Abbildung 1.2. Die gebrauchlichsten Elementhalbleiter Si und Ge stehen in der IV.
Gruppe des Periodensystems. Verbindungshalbleiter gehen aus Verbindungen von Elementen der
IV. Hauptgruppe (sog. IV-IV-Verbindungshalbleiter, z.B. SiGe), aus Verbindungen von Elementen
der III. mit der V. Hauptgruppe (IT1I-V-Halbleiter, z.B. GaAs) oder aus Verbindungen von Ele-
menten der II. mit der VI.Gruppe (II-VI-Halbleiter, z.B. CdS) hervor. Die wichtigsten Halbleiter
sind in der in Abb. 1.3 gezeigten Tabelle zusammengestellt.

Aus zwei Elementen bestehende Verbindungshalbleiter wie z.B. GaAs nennt man binire Halb-
leiter. Verbindungshalbleiter aus drei Elementen heiflen dementsprechenden ternire Halbleiter;
dazu zéhlen z.B. Al;_,Ga,As oder Al;_,In As, das zwei verschiedene Elemente der III. Haupt-
gruppe (Al, Ga) und ein Element der V. Hauptgruppe enthélt. Enthélt der Verbindungshalbleiter
vier verschiedene Elemente, so spricht man dementsprechend von quaterniren Halbleitern. Ein
Beispiel fiir einen quaternérer Halbleiter ist das Material In;_,GazAs;_,P,, das zwei Elemente
der III. Hauptgruppe (In, Ga) mit zwei Elementen der V. Hauptgruppe (As, P) verbindet. III-
V-Verbindungshalbleiter eignen sich oft sehr gut zur Emission von Licht und sind daher in der
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Abbildung 1.1: Spezifische Leitfihigkeit (untere Skala) bzw. spezifischer Widerstand (obere Skala) von typischen
Isolatoren (links), Halbleitern (Mitte) und Metallen (rechts) bei Zimmertemperatur. Die Leitfihigkeit von Halblei-
tern dndert sich sehr stark mit dem Reinheitsgrad der Materialien und kann iiber viele Dekaden variieren.

Optoelektronik von grofier Bedeutung.

1.2 Kristallstruktur von Halbleitern

Die halbleitenden Eigenschaften eines Materials hdngen stark mit dessen Kristallstruktur, also mit
den chemischen Bindungen und der dreidimensionalen Anordnung der Atome im Raum zusammen.
Anorganische Halbleiter werden oft in ihrer einkristallinen oder polykristallinen Form genutzt.
Dieser Abschnitt wiederholt kurz die Grundlagen chemischer Bindungen und wendet sich dann
den Kristallstrukturen typischer Element- und Verbindungshalbleiter zu.

1.2.1 Chemische Bindungen in Halbleitern

Die elektrischen Eigenschaften von Festkorpern hdngen davon ab, welche Bindungen zwischen den
Atomen des Festkorpers vorliegen. Grundsétzlich lassen sich drei Arten von chemischen Bindungen
unterscheiden:

e Ionische Bindung: Die ionische Bindung beruht auf der elektrostatischen Anziehung posi-
tiv und negativ geladener Ionen. Ionische Bindungen treten auf, wenn die Bindungspartner
stark unterschiedliche Elekronegativititen' aufweisen — der Bindungspartner mit der gerin-
geren Elektronegativitét (links im Periodensystem) gibt dabei Elektronen an den Partner
mit hoherer Elektronegativitit (rechts im Periodensystem) ab. Dadurch entstehen einfach
oder mehrfach positiv geladene Kationen sowie einfach oder mehrfach negativ geladene An-
ionen, die sich elektrostatisch anziehen. Materialien mit ionischen Bindungen weisen keine
freien Elektronen auf und sind daher eher schlechte thermische und elektrische Leiter. Die
Bindungen sind stabil und schlecht verformbar; die resultierenden Materialien sind also sehr
hart und spréde. Tonische Bindungen treten typischerweise in Salzen auf.

e Kovalente Bindung: Bei der kovalenten Bindung (auch Atombindung oder Elektronen-
paarbindung) teilen sich die Bindungspartner ein Elektronenpaar und gelangen so zu ei-
ner abgeschlossenen Elektronenschale (Edelgaskonfiguration). Dabei durchdringen sich die

1Die Elektronegativitit beschreibt die Fihigkeit eines Atoms, in einer chemischen Bindung Elektronenpaare
an sich zu ziehen. Sie hingt unter anderem von der Kernladung und vom Atomradius ab. Die Elektronegativitit
kann daher als Anhaltspunkt fiir die Polaritdt und den ionischen Charakter einer Bindung genommen werden: Je
hoher der Unterschied in der Elektronegativitit der gebundenen Elemente, desto polarer ist die Bindung; bei sehr
groflen Unterschieden geht das Elektron komplett auf den elektronegativeren Partner iiber und es liegt eine ionische
Bindung vor.
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Abbildung 1.2: Periodensystem der Elemente: Die Element-Halbleiter bilden eine Untergruppe der Halbmetalle,
die zwischen den Metallen und Nichtmetallen zu finden sind. Verbindungshalbleiter kénnen aus der Verbindung
zwischen Metallen, Halbmetallen und Nichtmetallen hervorgehen, sieche Abb. 1.3.

General Semiconductor
Classification Symbol Name
Element Si Silicon
Ge Germanium
Binary compound
IV-IV e ee SiC Silicon carbide
-V e AIP Aluminum phosphide
AlAs Aluminum arsenide
AlSb Aluminum antimonide
GaN Gallium nitride
GaP Gallium phosphide
GaAs Gallium arsenide
GaSb Gallium antimonide
InP Indium phosphide
InAs Indium arsenide
InSb Indium antimonide
|1 B - ZnO Zinc oxide
ZnS Zinc sulfide
ZnSe Zinc selenide
ZnTe Zing telluride
Cds Cadmium sulfide
CdSe Cadmium selenide
CdTe Cadmium telluride
HgS Mercury sulfide
N Y e —— PbS Lead sulfide
PbSe Lead selenide
PbTe Lead telluride
Ternary compound Al Ga, As Aluminum gallium arsenide
Al In_As Aluminum indium arsenide
GaAs, P Gallium arsenic phosphide
Ga In N Gallium indium nitride
Ga In_As Gallium indium arsenide
Ga In, P Gallium indium phosphide
Quaternary compound Al Ga, AsSb, Aluminum gallium arsenic antimonide
GaIn As P~ Gallium indium arsenic phosphide

Abbildung 1.3: Verbindungshalbleiter bestehen aus Verbindungen von Elementen der IV. Hauptgruppe, Elemen-
ten der III. und der V. Hauptgruppe, oder von Elementen der II. und VI. Hauptgruppe. Abbildung entnommen

aus [8].



Atomorbitale benachbarter Atome gegenseitig und fithren zur Bildung von Molekiilorbitalen.
Die Bindungen sind stabil, die Stoffe sind hart und schwer verformbar. Festkorper, die auf
kovalenten Bindungen beruhen, sind meist der Gruppe der Halbleiter oder Isolatoren zu-
zuordnen. In Halbleitersystemen schlagen sich kovalente Bindungen in charakteristischen
Kristallstrukturen nieder.

e Metallische Bindung: Bei metallischen Bindungen geben die beteiligten Atome schwach
gebundene Elektronen der dufleren Schale in das Kristallgitter ab und es bildet sich ein
Elektronengas, in dem sich Elektronen frei bewegen kénnen. Dieses quasi-freie Elektronen-
gas fithrt zu einer starken Bindung innerhalb des Kristallgitters, indem es eine Anziehungs-
kraft der positiv geladenen Atomriimpfe und des dazwischenliegenden negativ geladenen
Elektronengases bewirkt. Metallische Bindungen sind im Gegensatz zu kovalenten Bindun-
gen ungerichtet und gut verformbar. Aufgrund der hohen Zahl delokalisierter Elektronen
fithren metallische Bindungen zu Materialien mit sehr guter thermischer und elektrischer
Leitfahigkeit.

Die vorstehend genannten Bindungen treten in der Natur hdufig kombiniert in Form sog. Mischbin-
dungen auf. Dies trifft beispielsweise auf ionische Bindungen zu, die oft in Verbindung mit kovalen-
ten, stark polaren Bindungen auftreten. Bei NaCl betragt der Ionenbindungsanteil beispielsweise
75 %. Mitunter werden schwache Wechselwirkungen, wie z.B. Van-der-Waals-Wechselwirkungen?,
Dipol-Wechselwirkungen und die Wasserstoffbriickenbindung zu den chemischen Bindungen gezéhlt.
Jedoch sind dies keine festen chemischen Bindungen, sondern physikalische Anziehungskrifte, die
zwischen einzelnen Molekiilen wirken.

Bei Halbleitern dominiert die kovalente Bindung zwischen benachbarten Atomen. Abb. 1.4 zeigt
beispielhaft die Elektronenkonfigurationen von Si und Ge. Die abgeschlossenen Elektronenschalen
bilden zusammen mit dem Atomkern den sog. Atomrumpf, wohingegen die Elektronen in den nicht
abgeschlossenen &ufleren Schalen fiir Bindungen mit anderen Atomen zu Verfiigung stehen. Wie
man der Anordnung der Elektronenkonfigurationen in Abb.1.4 entnehmen kann, haben sowohl Ge
als auch Si in den dufleren s- und p- Orbitalen 4 Elektronen. Durch das Eingehen von kovalenten
Bindungen mit benachbarten Atomen kann sich eine stabile Verbindung mit abgeschlossenen s-
und p- Orbitalen bilden.

Ganz ahnlich wie bei Si und Ge aus der vierten Hauptgruppe lassen sich durch Auffiillen der
Schalen stabile Verbindungen aus Elementen der III. und V. (III-V-Halbleiter) oder II. und VI.
Gruppen (II-VI-Halbleiter) bilden. Bild 1.5 zeigt die Elektronenkonfiguration des dreiwertigen Ga
und des fiinfwertigen As, die den Verbindungshalbleiter GaAs bilden. Die verschiedenen Elektro-
nenkonfigurationen der Bindungspartner fithren zu charakteristischen Kristallstrukturen fiir die
verschiedenen Typen von Halbleitern, die im folgenden Abschnitt ndher beschrieben werden.

1.2.2 Innere Strukturen von Festko6rpern

Elektrische Eigenschaften von Festkorpern hdngen nicht nur von der Art der Bindungen ab, die
die Atome untereinander eingehen, sondern auch von der inneren Struktur des Festkérpers und
insbesondere davon, ob eine Fernordnung oder nur eine Nahordnung zwischen den Atomen bzw.
Molekiilen vorliegt. Dies wird durch die Kristallstruktur des Festkorpers beschrieben. Verschiedene
Arten von inneren Strukturen sind in Bild 1.6 schematisch skizziert. Amorphe Materialien bestehen
aus Atomen oder Molekiilen, die keine geordneten Strukturen sondern ein unregelméfiges Muster
bilden und damit lediglich {iber eine Nahordnung, nicht aber iiber eine Fernordnung verfiigen. Bei
kristallinen Festkorpern sind die Bausteine nicht zufillig, sondern regelméfig in einer Kristall-
struktur angeordnet und weisen damit eine Nah- und Fernordnung auf. Unter einem Polykristall
versteht man einen Festkorper, der aus vielen kleinen Einzelkristallen (Kristalliten) besteht, die

2Van-der-Waals-Wechselwirkungen beruhen auf relativ schwachen Anziehungskréften zwischen Atomen oder Mo-
lekiilen. Bei sehr kleinen Abstinden zwischen den Wechselwirkungspartnern kommt es zu Influenzladungen, durch
die sich temporére Dipole bilden, die zur Anziehung fiihren. Van-der-Waals-Wechselwirkungen treten vornehmlich
bei Makromolekiilen mit vielen Elektronen auf, in denen sich verhéltinsméf8ig starke Dipole induzieren lassen. Es
handelt sich dabei um eine schwache Bindungsart, die nur bei hinreichend tiefen Temperaturen beobachtbar ist.
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Abbildung 1.4: Elektronenkonfiguration von Silizium (Si) und Germanium (Ge). Die Elektronenschalen sind durch
die Grofibuchstaben K, L, M und N und die dazugehoérigen Hauptquantenzahlen 1, 2, 3 und 4 gekennzeichnet;
die Kleinbuchstaben s, p,d und f bezeichnen die in jeder Schale enthaltenen Molekiilorbitale (,,Unterschalen®). Die
Pfeile geben die Spinorientierung der Zustéinde an. Schwarze Punkte bezeichnen besetzte Elektronenzustinde; Kreise
reprisentieren unbesetzte Zustinde. Die abgeschlossenen Elektronenschalen (K und L bei Si; K, L und M bei Ge)
bilden zusammen mit dem Atomkern den sog. Atomrumpf, wohingegen die Elektronen in den nur unvollstindig
aufgefiillten duBeren Schalen (M bei Si; N bei Ge) fiir Bindungen mit anderen Atomen zu Verfiigung stehen.
Sowohl Ge als auch Si haben in den dufleren s- und p- Orbitalen vier Elektronen und vier unbesetzte Zusténde.
Durch das Eingehen von kovalenten Bindungen mit benachbarten Atomen kann sich eine stabile Verbindung mit
abgeschlossenen s- und p-Orbitalen (,,Edelgaskonfiguration®) bilden. Dabei entstehen aus dem s-Orbital und den
drei p-Orbitalen vier gleichwertige sp3-Hybridorbitale, die zu einer tetraedrischen Grundstruktur im Kristallgitter
von Si und Ge fiihren, siehe Abschnitt1.2.5. (Bildquelle: [5])

durch Korngrenzen voneinander getrennt werden. Polykristalline Festkorper weisen also eine Fer-
nordnung auf, allerdings ist die Reichweite dieser Fernordnung durch de Grofle der Kristallite
begrenzt. Abhéngig davon, ob die Fernordnung iiber Groéfienskalen im Mikrometerbereich oder
iiber Groflenskalen im Nanometerbereich aufrecht erhalten wird, spircht man auch von mikrokris-
tallinen oder nanokristallinen Festkorpern.

1.2.3 Bravais-Gitter

Ein grundlegendes Konzept zur Beschreibung eines kristallinen Festkorpers stellen die sog. Bravais-
Gitter dar. Ein Bravais-Gitter im dreidiemensionalen Raum umfasst alle Punkte r, die sich durch
eine Linearkombination von drei Basisvektoren aj, as , und az mit ganzzahligen Koeflizienten m,
msy und mg gebildet werden koénnen,

r =mja; + meas + msas. (1.1)

Die Vektoren ay, as , und ag werden als Gittervektoren oder primitive Vektoren bezeichnet. Ein-
facher formuliert ist ein Bravais-Gitter dadurch gekennzeichnet, dass man immer die gleiche Um-
gebung ,,sieht“, wenn man sich gedanklich auf einen Gitterpunkt ,,stellt* und in eine bestimmte
Richtung ,,schaut“. Bravais-Gitter werden auch als Translationsgitter bezeichnet. In drei Dimen-
sionen gibt es 14 verschiedene Arten von Bravais-Gittern; diese sind in Abb. 1.7 zusammengestellt.
Kristallgitter sind nicht notwendigerweise Bravaisgitter, lassen sich aber immer durch Translation
einer sog. Einheitszelle auf einem Bravais-Gitter beschreiben. Eine weiterfithrende Beschreibung
von Bravais-Gittern und Kristallgittern findet sich in [12].

1.2.4 Einheitszelle

Unter einer Einheitszelle oder Elementarzelle (engl. unit cell) versteht man eine Volumeneinheit
des Gitters, aus welcher sich das gesamte Gitter durch einfache Translationsoperationen aufbau-
en lasst. Die Einheitszelle weist bereits sdmtliche Symmetrieeigenschaften des Kristallgitters auf.
Ist die Einheitszelle gerade so gewéhlt, dass sie durch Translation mit den Vektoren des Bravais-
Gitters gerade den gesamten Raum ohne Uberlappungen oder Hohlraume ausfiillt, so spricht man



Abbildung 1.5: Elektronenanordnung der Elemente Ga und As. Die Elektronenschalen sind durch die Gro3buch-
staben K, L, M und N und die dazugehérigen Hauptquantenzahlen 1, 2, 3 und 4 gekennzeichnet; die Kleinbuchsta-
ben s, p,d und f bezeichnen die in jeder Schale enthaltenen Molekiilorbitale (,,Unterschalen). Die Pfeile geben die
Spinorientierung der Zusténde an. Schwarze Punkte bezeichnen besetzte Elektronenzustidnde; Kreise reprisentieren
unbesetzte Zustinde. Bei Ga sind von den 8 moglichen Zusténden der 4s- und 4p-Orbitale nur drei besetzt, bei As
fiinf. Im Verbindungshalbleiter GaAs teilen sich die Bindungspartner die insgesamt 8 Auflenelektronen so, dass so-
wohl fiir Ga als auch fiir As vollsténdig abgeschlossene Unterschalen (,,Edelgaszustand “) entstehen. (Bildquelle: [5])

Abbildung 1.6: (a) Amorphe, (b) polykristalline und (c) kristalline Festkérper. Amorphe Festkorper weisen ledig-
lich eine Nah-, jedoch keine Fernbindung auf. Kristalline Festkdrper verfiigen iiber eine Fern- und eine Nahordnung.
Bei polykristallinen Festkérpern ist die Reichweite dieser Fernordnung begrenzt - sie bestehen aus vielen Einzel-
kristallen (,,Kristalliten), die durch Korngrenzen voneinander getrennt sind.

von der primitiven Einheitszelle. Fiir ein gegebenes Kristallgitter sind weder die Einheitszelle noch
die primitive Einheitszelle eindeutig bestimmt - weitere Ausfiihrungen zur Wahl verschiedener Ein-
heitszellen finden sich in [12]. Fiir einfache Kristalle stimmt das Kristallgitter mit dem zugehorigen
Bravais-Gitter iiberein. In diesem Fall enthélt die einfachste Einheitszelle nur ein einzelnes Atom
- ein entsprechendes einfaches Beispiel ist in Abb. 1.8 skizziert. Da die Einheitszelle bereits alle
Eigenschaften des Gesamtgitters enthélt, lassen sich aus ihr bereits viele wichtige physikalische
Eigenschaften des Halbleiters ableiten, so z.B. die Dichte oder die elektronischen Eigenschaften.

1.2.5 Kiristallstrukturen von Halbleitern

Im Falle der Elementhalbleiter Silizium und Germanium geht jedes Atom eine kovalente Bindung
mit vier Nachbaratomen ein, so dass sich zusammen mit den Elektronen der Bindungspartner
vollstdndig abgeschlossene 3s- und 3p- bzw. 4s- und 4p-Orbitale ergeben. Wie beim ebenfalls
vierwertigen Kohlenstoff bilden sich dabei sog. 3sp?- bzw. 4sp*-Hybridorbitale, die sich tetraedrisch
im Raum mit Winkeln von 109,5° zueinander ausrichten, siche Abb. 1.9.

Setzt man die tetraedrische Grundstruktur von Abb. 1.9 (a) periodisch fort, so erhélt man ein
sog. Diamantgitter als Grundstruktur des idealen Si- bzw. Ge-Kristalls, siche Abb.1.9(b). Der
Name riithrt daher, dass Kohlenstoff, der in elementarer Form ebenfalls vier ungepaarte Elek-
tronen in den dufleren Molekiilorbitalen aufweist, in einkristalliner Form dasselbe Kristallgitter
einnimmt. Einkristalliner Kohlenstoff wird auch als Diamant bezeichnet. Neben Kohlenstoff und
Diamant kristallisiert auch Ge im Diamantgitter. Im Falle von Silizium betréigt die Kantenldnge
a der Einheitszelle (sog. ,,Gitterkonstante*) ungefshr 5.43A. Daraus ldsst sich bereits ableiten,
dass ein Si-Einkristall ca. 5x 1022 Si-Atome pro Kubikzentimeter aufweisen muss. Man kann sich
das Diamantgitter aus zwei, sich gegenseitig durchdringenden, kubisch-flichenzentrierten Gittern
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Abbildung 1.7: Die 14 Bravais-Gitter (Translationsgitter), die sich durch ganzahlige Linearkombinationen von
drei Gittervektoren im Raum aufbauen lassen. Kristallgitter lassen sich durch Translation einer sog. Einheitszelle
auf einem Bravais-Gitter beschreiben (Bildquelle: http://positron.physik.uni-halle.de)

(engl. face-centered cubic, fcc) zusammengesetzt vorstellen, wobei ein fce-Gitter gegeniiber dem
anderen um ein Viertel der Raumdiagonale entlang dieser verschoben ist. Dieser Sachverhalt ist
nochmals in den Bildern 1.10(a) und 1.10(b) dargestellt.

Auf dhnliche Weise lassen sich die Kristallgitter anderer Halbleiter konstruieren. Im Falle des
ITI-V-Verbindungshalbleiters GaAs sind gleiche Anzahlen von Ga- und As-Atomen so auf einem
Diamatgitter verteilt, dass jedes Atom vier Nachbarn der jeweils anderen Art hat. Dies fithrt zur
sog. Zinkblendestruktur, Abb.1.11 (a), der typischen Struktur fiir I1I-V-Halbleiter wie z.B. GaAs,
InP. Die zugehorigen terndren oder quaterniren Verbindungshalbleiter wie z.B. In;_,Ga,As, oder
Iny_,GazAs;_,P, bilden ebenfalls ein Zinkblendegitter, wobei jedes der Untergitter durch un-
terschiedliche Atome im entsprechenden Mengenverhéltnis besetzt werden kann. Die in Abb.1.12
gezeigte Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Kristallstrukturen, Gitterparameter und Dichten
verschiedener III-V Verbindungshalbleiter.

II-VI Verbindungshableiter haben in der Regel Zinkblende- oder Wurtzitstruktur. So weist
ZnSe beispielsweise Zinkblendestruktur auf, wohingenen ZnO und CdS in der Wurtzitstruktur
kristallisieren. Das Wurtzitgitter ist am Beispiel des Verbindungshalbleiters CdS in Abb.1.11.
Die Wurtzitstruktur besteht aus zwei Hexagonalgittern, bei dem das zweite Gitter gegeniiber
dem ersten Gitter um 1/3 der Gitterkonstanten in Richtung der Léngsachse verschoben ist. Bei
CdS besteht das erste Hexagonalgitter aus Cadmium (Cd) und das zweite aus Schwefel (S). Wei-
terfithrende Informationen zu Verbindungshalbleitern und deren Kristallgitter ist in 7] zu finden.

1.2.6 Kiristallrichtungen und Millersche Indizes

Da sich die Eigenschaften eines Kristalls je nach Kristallrichtung &ndern, ist es wichtig, dass man
schon bei der Herstellung von Halbleiterbauelementen auf die Ausrichtung des Kristalls und der
Bauteile gegeniiber den Kristallachsen achtet. Per Konvention werden Kristallausrichtungen mit
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Abbildung 1.8: Beispiel zur Einheitszelle auf Basis eines zweidimensionalen Kristalls: (a) Zwei-dimensionaler
Kristall, dessen Atome sich auf einem quadratischen Gitter mit Seitenldnge a befinden. Die Basisvektoren aj, as
entsprechen gerade der Translation um eine Gitterkonstante in vertikaler bzw. horizontaler Richtung. (b) Primitive
Einheitszelle der Seitenlénge a, die in diesem Fall aus lediglich einem einzigen Gitterpunkt besteht. (c¢) Der Kristall
kann aus der Einheitszelle durch periodische Wiederholung aufgebaut werden, die sich aus der Translation mit ganz-
zahligen Linearkombinationen der Basisvektoren a; und as des Bravais-Gitters ergibt. (d) Alternative Wahl einer
primitiven Einheitszelle — die primitive Einheitszelle ist fiir ein gegebenes Kristallgitter nicht eindeutig bestimmt.

den sogenannten Millerschen Indizes angegeben. Millerscher Indizes sind Tripel von ganzen Zah-
len, die die Raumrichtungen im Kristall auf Basis der zugrundeliegenden Einheitszelle definieren.
In einem kubische Gitter bezeichnen die Millerschen Indizes [1,1,1], [1,1,-1], [1,-1,1] und [-1,1,1]
beispielsweise die verschiedenen Raumdiagonalen der Einheitszelle. Oft werden die Kommata in
der Notation weggelassen und negative Zahlen durch einen Uberstrich bezeichnet, also [1 1T] an-
stelle von [1,1,-1]. Eckige Klammern beschreiben Raumrichtungen; runde Klammern die zu diesen
Raumrichtungen orthogonalen Ebenen. So beschreibt (100) beispielsweise die (y,z)-Ebene im Ko-
ordinatensystem der Einheitszelle. Abb.1.13 zeigt am Beispiel eines kubischen Gitters weitere
Ebenen und deren Notation.

Aufgrund der Kristallsymmetrie sind verschiedene Gitterebenen bzw. Raumrichtungen dquivalent,
d.h. sie weisen dieselben physikalischen Eigenschaften auf. Im Falle von Raumrichtungen wird dies
durch eckige Klammern angedeutet. Beim Diamantgitter beinhaltet j100; beispielsweise alle zu
[100] &quivalenten Raumrichtungen, also [100], [010], und [001]. Analog dazu wird bei der Be-
zeichnung von Ebenen vorgegangen - hier werden geschweifte Klammern {.} verwendet, um die
Gesamtheit einer zu einer bestimmten Kristallebene dquivalenten Ebenenschar zu beschreiben.
Beim Diamantgitter beinhaltet {100} beispielsweise alle zu (100) &quivalenten Kristallebenen,
also (100), (010), und (001).

1.3 Energiebidnder in Halbleitern

1.3.1 Vom Einzelatom zum Kristall

Isolierte Atome weisen diskrete Energiezustdnde auf, die sich beispielsweise nach dem Bohrschen
Atommodell unter Annahme der Quantisierung des Bahndrehimpulses berechnen lassen. Im Falle
eines Kristalls, der aus unendlich vielen kovalent gebundenen Atomen besteht, spalten sich diese
diskreten Energiezusténde zu quasi-kontinuierlichen Energiebédnder auf. Dies ist in Abb. 1.14 illus-
triert. Im Falle von zwei Atomen fiihrt die Annédherung zu einer Kopplung der Wellenfunktionen der
duBeren Valenzelektronen und damit zu einer Aufspaltung der Energieniveaus in einen niederener-
getischen ,,bindenden® und einen héherenergetischen ,,antibindenden* Zustand, Abb. 1.14 (a). Die
Energiebetriage dieser Auffacherung nehmen mit kleiner werdendem interatomaren Abstand zu.
Wenn wir N Atome zusammenbringen, dann spalten sich diese in N Niveaus auf, Abb. 1.14 (b). Bei
einer steigenden Anzahl von Atomen bilden sich um die isolierten Energieniveaus des Einzelatoms
immer feinere Aufspaltungen, bis man letztlich nur noch von ,,Energiebdndern“ spricht, die als ein
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Abbildung 1.9: Grundbaustein und Einheitszelle des Kristallgitters von Silizium (Diamantgitter). (a) Tetraedri-
scher Grundbaustein: Die vier 3sp®-Hybridorbitale von Silizium richten sich beim Aufbau des Gitters in gleichem
Winkel zueinander aus. Legt man gedanklich ein Silizium-Atom (rot) in den Schwerpunkt eines Tetraeders, so ord-
nen sich die direkt benachbarten Bindungspartner (schwarz) auf den Ecken des Tetraeders an. (b) Einheitszelle des
Kristallgitters von Silizium (Diamantgitter): Durch Aneinanderhiingen der tetraedrischen Grundbausteine entsteht
das sog. Diamantgitter — der tetraedrische Grundbausteinen befindet sich innerhalb des gestrichelt eingezeichneten
Wiirfels. Der Name riihrt daher, dass Kohlenstoff, der in elementarer Form ebenfalls vier ungepaarte Elektronen
in den duBeren Molekiilorbitalen aufweist, in einkristalliner Form (Diamant) dasselbe Kristallgitter einnimmt. Die
Elementhalbleiter Silizium und Germanium weisen ein Kristallgitter auf. Bei Silizium betrigt der Gitterabstand
ungefihr 5,43A [10]. (Bildquelle: [10])

Abbildung 1.10: Ableitung des Diamantgitters aus einem kubisch flichenzentrierten (face-centered cubic, fcc)
Gitter. (a) Einheitszelle eines fcc-Kristallgitters. (b) Einheitszelle des Diamantgitters, zusammengesetzt aus zweil
gegeneinander verschobenen fcc-Gittern. Beim Diamantgitter sind beide Untergitter aus denselben Atomen zusam-
mengesetzt. Bestehen die Untergitter aus verschiedenen Materialien, so wird die Gesamtstruktur als Zinkblende-
Gitter bezeichnet. Zinkblende-Strukturen ergeben sich beispielsweise fiir gingige I1I-V-Verbindungshalbleiter wie
z.B. GaAs oder InP sowie fiir die entsprechenden terniren oder quaterniren Verbindungen. In (b) sind nur die
Atome des ersten Gitters (schwarz) eingezeichnet, welche in die Elementarzelle des ersten Gitters fallen. [10]
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Abbildung 1.11: (a) Zinkblende-Gitter eines typischen III-V-Verbindungshalbleiters wie z.B. GaAs. Die Zinkblen-
destruktur entspricht der Diamantstruktur nach Abb. 1.5 mit dem Unterschied, dass die Gitterplédtze abwechselnd
durch Ga oder As besetzt sind. (b) Illustration des Wurtzit-Gitters am Beispiel des II-VI-Verbindungshalbleiters
CdS. Die Wurtzitstruktur besteht aus zwei Hexagonalgittern, bei dem das zweite Gitter gegeniiber dem ersten Gitter
um 1/3 der Gitterkonstanten in Richtung der Lingsachse verschoben ist. Bei CdS besteht das erste Hexagonalgitter
aus Cadmium (Cd) und das zweite aus Schwefel (S). (Bildquelle: [7])

Compound | Structure | Lattice parameter (&) |pensity (g/cm3)
AN wurtzite |a=3.11(1), c = 4.98(1) [3.255

AP zinc blende | 3 = 5.4635(4) 2.40(1)
AlAs zinc blende | 2 = 5.660 3.760
AlSb zinc blende | 2 = 6.1355(1) 4.26

GaN wurtzite a=3.190, c = 5.187

GaP zinc blende | 3 = 5.4505(2) 4.138
GaAs zinc blende | a2 = 5.65325(2) 5.3176(3)
InN wurtzite 3= 3.5446, c= 5.7034 |6.81

InP zinc blende | 2 = 5.868(1) 4.81

InAs zinc blende | 2 = 6.0583 5.667
InSb zinc blende | 3 = 6.47937 5.7747(4)

Abbildung 1.12: Kristallstrukturen, Gitterparameter und Dichten verschiedener II1I-V Verbindungshalbleiter (zinc
blende = Zinkblendestruktur; wurtzite = Wurtzit-Struktur). Die eingeklammerten Nachkommastellen deuten die
Genauigkeit der Messungen an (Bild basierend auf Material von http://cnx.org )
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Abbildung 1.13: Illustration der Bezeichnung verschiedener Kristallebenen mit Hilfe von Millerschen Indizes am
Beispiel eines kubischen Gitters. Die schraffierten Ebenen sind (100), (110) und (111) Ebenen.
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Abbildung 1.14: (a) Aufspalten von Energiezustinden zweier Atome als Funktion des Abstandes: Mit kleiner
werdenden Absténden spalten sich diskrete Energieniveaus in jeweils einen niederenergetischen bindenden und einen
hoherenergetischen antbindenden Zustand auf. Der energetische Abstand des bindenden und des antibindenden
Zustandes wird mit abnehmendem atomaren Abstand groSer. (b) Bei der Annéherung vieler nominell identischer
Elektronen innerhalb eines Ensembles spalten sich die Energieniveaus in entsprechend der Anzahl der Elektronen
auf. Im Grenzfall eines aus sehr vielen Atomen bestehenden Kristallgitters ergeben sich daraus immer feinere
Aufspaltungen, bis man letztlich nur noch von ,,Energiebindern® spricht, die als ein Kontinuum von Zustéinden
behandelt werden kénnen.

Kontinuum von Zustédnden behandelt werden konnen. Die Auffacherung der Energieniveaus ldsst
sich auch vor dem Hintergrund der Fermi-Natur der Elektronen interpretieren: Das Pauli-Verbot
gilt nicht nur innerhalb der Atome, sondern muss auf alle sich iiberlappenden Teilchen angewen-
det werden und damit auf alle Elektronen innerhalb des gleichen Festkorpers. Aus den energetisch
identischen Zustédnden der isolierten Einzelatome muss also ein Kontinuum an unterscheidbaren
Zustidnden entstehen, die durch Elektronen unter Einhaltung des Pauli’sches Ausschlussprinzips
besetzt werden konnen.

In Figur 1.15 ist beispielhaft die Aufspaltung der Atomorbitale in Silizium als Funktion des in-
teratomaren Abstandes aufgezeichnet. Zufélligerweise bildet sich beim sich einstellenden Atomab-
stand von rg =0.234nm zwischen Bandern gerade eine Energieliicke aus, so dass man zwischen
dem energetisch tieferen Valenzband und dem energetisch héheren Leitungsband unterscheiden
kann. In einem isolierten Si-Atom sind nur vier der acht moéglichen Zustdnde der 3s- und 3p-
Orbitale besetzt. Dementsprechend sind auch nach der Aufspaltung nur die Halfte der moglichen
Bandzustédnde besetzt, was zu einem vollstdndig besetzten Valenz- und zu einem unbesetzten
Leitungsband fiihrt. Zur Analyse der elektrischen Eigenschaften von Festkorpern werden diese
Bandschemata herangezogen.

1.3.2 Bandstrukturen und Bandliicke

Die elektrischen Eigenschaften von Isolatoren, Halbleitern und Metallen lassen sich vereinfacht an-
hand des sog. Bandschemas erklidren, Abb. 1.16. Im Falle eines Halbleiters oder eines Isolators wird
das bei der Temperatur T' = 0 K energetisch hochste vollbesetzte Band als Valenzband und das
energetisch tiefste unbesetzte Band als Leitungsband bezeichnet. Unbesetzte Bander tragen nicht
zur Leitfdhigkeit bei. Dasselbe gilt auch fiir vollstdndig besetzte Bénder, in denen die Elektronen
in Ermangelung freier Energiezusténde keine kinetische Energie aus einem angelegten elektrischen
Feld aufnehmen und daher auch keinen Ladungstransport oder einen Netto-Stromfluss bewirken
konnen. Die hochste Energie fiir ein Elektron im Valenzband bestimmt die sog. Valenzbandkante
Wy . Der darauf folgende Bereich, die sog. Bandliicke, biete keine moglichen Plétze fiir Elektronen
bis zur Leitungsbandkante Wp. Die Grofie

We=Wr,—-Wy >0 (12)

wird als Bandabstand bezeichnet. Hoher liegende Bénder, die das Leitungsband iiberkreuzen und
zu hoheren Energien W > W, durchgehend Plétze fiir Elektronen anbieten, sind in Abb.1.16 der
Einfachheit halber nicht eingezeichnet.
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Abbildung 1.15: Aufspaltung der Energiebénder in Silizium als Funktion des interatomaren Abstands. Bei dem
sich im Kristallgitter von Si einstellenden Atomabstand von ro = 0.234 nm bildet sich zwischen Béndern gerade eine
Energieliicke aus, so dass man zwischen dem energetisch tieferen, weitgehend mit Elektronen besetzten Valenzband
und dem energetisch hoheren, weitgehend unbesetzten Leitungsband unterscheiden kann.

Isolatoren und Halbleiter unterscheiden sich durch die Gréfle der Bandliicke W : Sie liegt beim
Halbleiter in der Gréfienordnung von Wg = 1eV so dass es manchen Elektronen im Valenzband
gelingt, durch thermische Anregung die Bandliicke zu iiberwinden. Ein Halbleiter weist also immer
eine gewisse Leitfahigkeit auf, die mit der Temperatur zunimmt, da dann eine groflere Zahl von
Elektronen in der Lage ist, die Bandliicke zu iiberwinden. Im Gegensatz dazu besitzt ein Isolator
eine Bandliicke W in der Groflenordnung von ca. 10eV, so dass bei Raumtemperatur keine
thermisch angeregten Elektronen vom Valenz- ins Leitungsband gelangen kénnen und daher auch
keine merkliche Leitfahigkeit vorhanden ist. Bei Metallen, Bild 1.16, hingegen ist das energetisch
am hochsten liegende nicht leere Band nur teilweise besetzt (,,teilweise gefiilltes Leitungsband ), so
dass sehr viele Ladungstriger kinetische Energie aus einem von aufien angelegten elektrischen Feld
aufnehmen und zum Stromtransport beitragen kénnen. Dies fithrt zu einer fiir Metalle typischen
hohen Leitfahigkeit. Diese Leitfahigkeit nimmt bei steigender Temperatur in der Regel ab, da
die Zahl der freien Elektronen konstant bleibt, die Bewegung der Elektronen allerdings durch die
Wechselwirkung mit thermisch induzierten Gitterschwingungen beeintrachtigt wird.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Bandliicke W selbst eine Funktion der Temperatur
ist, was in Abb.1.17 dargestellt ist. Bei Raumtemperatur Ty ist eine lineare Approximation der
Bandliicke oftmals ausreichend

dWea

Wa(T) = We(To) + T (T —To) . (1.3)
T=To,

In Bild 1.17 sind verschiedene Werte fiir W (7Tp) und dWe /dT aufgefiihrt. Bei gréfieren Tempe-
raturschwankungen empfiehlt es sich, ein parabolisches Modell fiir die Abhéngigkeit der Bandliicke
von der Temperatur zu verwenden, das neben der ersten Ableitung auch noch die zweite beriicksichtigt.

Die in Abb.1.17 skizzierten Bandliicken werden mit zunehmender Temperatur kleiner. Dies
ldsst sich auch anhand von Abb.1.15 nachvollzichen: Bei zunechmender Temperatur riicken die
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Abbildung 1.16: Schematische Darstellung von Bandstrukturen verschiedener Materialien (a) Isolator: Leitungs-
band und Valenzband sind durch eine ausgeprigte und energetisch sehr breite Bandliicke W in der Grofieordnung
von 10eV voneinander getrennt. Aufgrund der groflen Bandliicke ist es fiir Elektronen praktisch unmoglich, durch
thermische Anregung vom Valenz- ins Leitungsband zu gelangen. Dies fiihrt zu einer sehr geringen Leitfahigkeit;
das Material verhélt sich also als Isolator. (b) Halbleiter: Auch hier sind Leitungsband und Valenzband durch eine
Bandliicke voneinander getrennt. Allerdings ist diese energetisch kleiner als im Falle des Isolators. Als Folge davon
ist es moglich, dass Elektronen durch thermische Anregung vom Valenz- ins Leitungsband gelangen und dort zur
Leitfahigkeit des Halbleiters beitragen. (c) Metall: Das energetisch héchste Band ist nur teilweise gefiillt, so dass
sich Elektronen frei bewegen kénnen. Metalle weisen dementsprechend eine hohe Leitfahigkeit auf.

Kristallatome im Mittel weiter auseinander, was zu einer weniger starken Aufspaltung der Ener-
gieniveaus und damit zur einer abnehmenden Bandliicke fiihrt.

1.3.3 Leitungselektronen, Locher und Leitfahigkeit

Die im vorstehenden Abschnitt getroffenen Aussagen zu Energiebédndern, Bandliicke und Leitfahigkeit
lassen sich auf die Ebene einzelner Bindungselektronen tibertragen. Dies ist in Bild 1.18 dargestellt.
Im perfekten Kristall sind bei tiefen Temperaturen alle Elektronen in kovalente Bindungen orts-
fest eingebaut. Da es keine freien Ladungstriger gibt, kann in diesem Fall auch keine Stromleitung
stattfinden. Bei hoheren Temperaturen kénnen thermische Schwingungen dazu fithren, dass kova-
lente Bindungen aufbrechen. Damit bilden sich nun zwei ,,Teilchen®, die zum Stromfluss beitragen
koénnen:

1. Ein freies Elektron, welches energetisch nicht mehr an ein Molekiilorbital gebunden ist und
sich somit als freies Leitungselektron am Stromfluss beteiligen kann.

2. Ein Loch (engl. hole) in einer kovalenten Bindung. Unter Einwirkung eines externen Feldes
kann sich dieses Loch innerhalb der Atomorbitale gleicher Energie verschieben. Genauer ge-
sagt verschiebt sich nicht das Loch, sondern ein anderes Elektron von einem Orbital gleicher
oder dhnlicher Energie kann die Stelle des Lochs einnehmen und an einer andern Stelle ein
Loch hinterlassen. Dies fiihrt zu einem zusétzlichen Beitrag zum Stromfluss. In einer quan-
tenmechanischen Betrachtungsweise kann das Loch wie ein eigenstdndiges Quasi-Teilchen
mit positiver Ladung behandelt werden, das in Richtung des externen elektrischen Feldes
driftet.

Elektronen und Locher haben unterschiedliche Beweglichkeiten und tragen daher unterschiedlich
stark zum Stromfluss bei. Damit ein Kristall den Strom iiberhaupt leiten kann, darf die zur Er-
zeugung freier Elektronen notwendige Energie nicht zu hoch, die Bandliicke also nicht zu grof}
sein. Die Zahl der freien Elektronen und Lécher nimmt mit der Temperatur zu; dementsprechend
steigt auch die Leitfahigkeit mit der Temperatur. Die hier qualitativ beschriebenen Mechanismen
lassen sich quantitativ beschreiben, indem die Schodinger-Gleichung im periodischen Potenzial des
Kristallgitters gelost wird. Dies wird im folgenden Kapitel nédher beschrieben.
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Abbildung 1.17: Bandabstand von Ge, Si und GaAs als Funktion der Temperatur. Die gestrichelten Linien
entsprechen der linearen Ndherung bei Raumtemperatur (7o = 300K). Die in Klammern angegebenen Werte be-
schreiben den Bandabstand (in eV) bei Ty = 300K. Fiir Ge ist der Bandabstand der direkten Bandliicke angegeben,
siehe auch Abschnitt2.2.6. Bei der Darstellung wurden auf der vertikalen Achse fiir Si, Ge und GaAs jeweils ei-
gene Energieskalen verwendet, die jeweils auf der rechten Seite des Diagramms beginnen und auf der linken Seite
weitergefiihrt werden. Die Uberginge sind jeweils durch Unterbrechungen gekennzeichnet.
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Abbildung 1.18: Vereinfachte Erkldarung der elektrischen Leitung im Halbleiter: Der positiv geladene Atomrumpf
ist von Elektronenwolken umgeben. Zur Vereinfachung sind nur die dufleren Elektronen als Punkte eingezeichnet, die
die kovalenten Bindungen zwischen benachbarten Gitteratomen bilden. Ebenso beinhaltet die beim Atomrumpf ein-
gezeichnete vierfach positive Ladung nur diejenigen Ladungen, die zur Kompensation der Auflenelektronen benétigt
werden. Im Bild ist eine kovalente Bindung aufgebrochen. Es bildet sich ein freies Elektron (rot), welches sich im
Halbleiter unter Einwirkung eines externen Feldes bewegen und damit zum Stromfluss beitragen kann. Das Elektron
hinterldsst ein Loch (blauer Kreis) in einer kovalenten Bindung. Benachbarte Elektronen kénnen unter Einwirkung
eines externen elektrischen Feldes in dieses Loch gelangen und tragen so zur Leitfdhigkeit des Materials bei.
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Kapitel 2

Bandstruktur von Halbleitern

Im Folgenden wollen wir ein tieferes Versténdnis der Energieniveaus und insbesondere der Band-
strukturen in Halbleitern gewinnen. Wahrend wir die Entstehung von Béndern im vorhergehenden
Kapitel eher qualitativ diskutiert haben, so méchten wir in diesem Kapitel den quantenmechani-
schen Hintergrund erldautern. Die behandelten Verfahren sind nicht nur auf Halbleiter beschrankt,
sondern geben einen Einblick in allgemeingiiltige Modelle der Festkorperphysik.

2.1 Quantenmechanische Grundlagen

2.1.1 Grundziige der Quantenmechanik und Schrédinger-Gleichung

In der Quantenmechanik werden Partikel in einem System durch die Wellenfunktion ¥(x,¢) be-
schrieben. Die zugehorige Wellengleichung ist die Schrodinger-Gleichung; sie bildet eine wichtige
Grundlage der nichtrelativistischen Quantenmechanik. Die Wellenfunktion ¥(z,t) ist im allge-
meinen komplexwertig und stellt eine sog. Wahrscheinlichkeitsdichteamplitude dar. Wir werden
hier kurz einige grundlegende Postulate der Quantenmechanik wiederholen, aus denen sich die
Schrédinger-Gleichung ergibt:

1. Jedes Partikel in einem System wird durch eine Wellenfunktion ¥ (z,y, z,t) beschrieben.
Diese Funktion ist stetig, endlich und wohldefiniert.

2. Die Wahrscheinlichkeit, das durch die Wellenfunktion ¥ (z,y, z,t) beschriebene Partikel zur
Zeit t im Volumenelement dxdydz am Ort r = (x,y,z) anzutreffen, ist gegeben durch
|V (z,y,2,t)|?dzdydz. Die Gréfe |¥(r,t)|? repriisentiert also eine Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsdichte; ¥(x, y, z, t) ist die sogenannte Wahrscheinlichkeitsdichteamplitude. Dies fiithrt
zu einer Normierung geméf

// |T(r,t)|> dedydz = 1. (2.1)

3. Klassische physikalische Gréen wie z.B. die Energie W (in der englischsprachigen Literatur
oft auch als E bezeichnet), die Ortskoordinaten (z,y,z) oder der Impuls p entsprechen
einem abstrakten quantenmechanischen Operatoren, siehe Tabelle 2.1. Fiir die Messgréfie und
den ihr zugeordneten Operator wird in der Quantenmechanik oft der Begriff ,,Obersvable*
verwendet.

4. Fir einen bestimmten Quantenzustand kénnen im allgemeinen keine eindeutig bestimmten
physikalischen Messgrofien mehr angegeben werden, sondern nur noch Wahrscheinlichkeiten,
mit denen bei einer Messung bestimmte Messwerte erzielt werden. Der Erwartungswert (Q)
fiir eine Observable @ ldsst sich aus der Wellenfunktion ¥ (z, y, z, t) mit Hilfe des zugehérigen,
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’ Klassische Grofie \ Klassische Variable @ \ Quantenmechanischer OperatorQ,p ‘

Ort x x
f (@) f (@)
Impuls p(x) —jhv
Energie w jh%

9

Tabelle 2.1: Klassische Variablen @ und zugehorige Operatoren Qop der Quantenmechanik. V = ((-)z s %,

)

§le

bezeichnet den sog. Nabla-Operator.

unter 3. definierten Operators Q. berechnen,
(@) :///\I'*(r,t)Qop‘I/(r,t) dedydz. (2.2)

5. Es gibt zu jeder Observablen @ einen Satz von speziellen Zustdnden Wq, bei denen das
Ergebnis einer Messung eindeutig feststeht. Ein solcher Zustand wird ,,Eigenzustand“ der
betreffenden Observablen genannt, und das zugehorige Messergebnis ist einer der ,,Eigen-
werte“ des zur Observablen gehérenden Operators Qop,

Qop¥Po =Q¥q. (2.3)

Ein bekanntes Beispiel fiir die unter 4. beschriebene Unschérfe von Messergebnissen ist die Hei-
senbergsche Unbestimmtheitsrelation, nach der sich beispielsweise Ort z und der Impuls p eines
Teilchens nicht gleichzeitig beliebig genau messen lassen. Die jeweiligen Messunsicherheiten o, fiir
den Ort und o, fiir den Impuls erfiillen dabei stets die folgende Ungleichung

Oz0p 2 g (2.4)

Mit diesen Postulaten wurde allerdings noch keine Aussage dariiber getroffen, wie sich die Wel-
lenfunktion V¥ (z,y, z,t) eines Teilchens nun tatséichlich berechnen ldsst. Diese Frage wird durch
die 1926 von Erwin Schrodinger fiir quantenmechanische Teilchen entwickelte Wellengleichung, die
sog. Schrédinger-Gleichung, gel6st. Die Schrodinger-Gleichung ergibt sich direkt aus der Eigenwert-
gleichung fiir die Gesamtenergie des Systems. Die Gesamtenergie eines Systems von Teilchen als
Funktion der Orte und des Impulses der Teilchen wird durch die sog. Hamiltonfunktion® H(r,t)
des Systems beschrieben. Fiir ein einfaches Teilchen, das sich in einem ortsabhingigen Potential-
feld Woot(r) bewegt, erhélt man die Hamiltonfunktion einfach durch die Addition der kinetischen

Energie Wy = % und der ortsabhéngigen potentiellen Energie Wy (r),

P

H(r,t) = 5oy

+ Wi (1) (2.5)

Der zur Hamilton-Funktion gehtérende Operator Q lésst sich nach Tabelle 2.1 schreiben als
hQ
Q= —%A + Wpot(r)| ¥(r, 1), (2.6)

wobei A = VTV den Laplace-Operator bezeichnet. Gleichzeitig lésst sich die Gesamtenergie nach
Tabelle 2.1 durch den quantenmechanischen Operator jh% ausdriicken. Gleichsetzen der beiden
Operatoren fithrt zur sog. zeitabhéngigen Schréodinger-Gleichung,

2
{—QHmA + Wpot(r)} U(r,t) =] ha%\p(r, ?). o

1Unter der Hamiltonfunktion eines Teilches oder eines Systems von Teilchen versteht man eine Vorschrift, mit
der die Gesamtenergie des Systems als Funktion der Orte und Impulse der Teilchen ausgedriickt werden kann.
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2.1.2 Zeitabhingige und zeitunabhingige Schréodinger-Gleichung

Die in GI. (2.7) formulierte Form der Schrédinger-Gleichung weist sowohl eine Orts- als auch eine
Zeitabhéngigkeit auf. Diese Abhéngigkeiten werden iiblicherweise separat berechnet und anschlie-
Bend wieder kombiniert. Dariiber hinaus sind viele Probleme zeitunabhéngig, und man ist nur an
der Ortsabhingigkeit interessiert. Es ist dann {iblich, einen Separationsansatz fiir die Wahrschein-
lichkeitsdichte ¥(r,t) zu verwenden,

U(r,t) = ¥(x)o(t). (2.8)

Dieser Ansatz fiihrt zu einer harmonischen Zeitabhéngigkeit der Form

(1) = ppe I, (2.9)

wobei die Separationskonstante W der Gesamtenergie des Partikels entspricht. Die Ortsabhéngigkeit
ist dann durch die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung gegeben,

2

I A W) () = W), (2.10)
Diese Gleichung wird fiir das Verhalten von Elektronen im Halbleiter von grofler Bedeutung sein.
Zeitvariante Vorginge wie z.B. die Bewegung eines Elektrons lassen sich durch eine entspre-
chende Uberlagerung stationérer Zustinde darstellen. Zu diesem Zweck zerlegt man zunéchst die
Zeitabhéngigkeit ¢ (¢) durch eine Fourier-Transformation in die zugehorigen spektralen Kompo-
nenten und berechnet dann nach Gl. (2.10) die zeitunabhéngigen Losungen. Durch Uberlagerung
der zugehorigen Losungsfunktionen und Riicktransformation ergibt sich daraus die zeitabhéngige

Losung.

2.1.3 Das freie Elektron

Zur Illustration wesentlicher Konzepte des Elektronentransportes in Halbleitern betrachten wir
zunéchst die Propagation eines freien Elektrons. Dazu stellen wir die entsprechende Schrodinger-
Gleichung auf und 16sen sie.

Losung der zeitunabhingigen Schrédinger-Gleichung

Wir betrachten ein Elektron mit Gesamtenergie W in einem unendlich ausgedehnten rdumlich
konstanten Potenzialfeld mit potentieller Energie Wy. Als Basis der Losung der zeitunabhéngigen
Schrodinger-Gleichung erhélt man

b (x) = e, (2.11)

Die zugehorige Losung der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung lautet

W (k) t)

(1) = el (=7 (2.12)
wobei der Zusammenhang zwischen der Gesamtenergie W und der Wellenzahl k bzw. dem Impuls
p = hk gegeben ist durch die sogenannte Dispersionsrelation

(hk)?
W(k) =Wy + o (2.13)
Man konnte nun versucht sein, zu fragen, wo sich das Elektron auf der x-Achse befindet. Da-
zu betrachtet man die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons |¥ (r)\2 und gelangt zu dem
Ergebnis, dass diese entlang der z-Achse einen konstanten Wert annimmt und das Elektron da-
her als vollstéandig delokalisiert betrachtet werden muss. Dieses Ergebnis ist eine Konsequenz der
Orts-Impuls-Unschérfe, nach dem Ort und Impuls eines Teilchens nie gleichzeitig mit beliebiger
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Genauigkeit ermittelt werden kénnen. Das Produkt der Messunsicherheiten o, fiir den Ort und
o, fiir den Impuls erfiillen dabei stets die in Gl.2.4 beschriebene Beziehung. Im vorliegenden Bei-
spiel waren wir von einem Zustand mit fest vorgegebener Wellenzahl k ausgegangen (o, = 0), die
dann unweigerlich zu einer maximalen Unschérfe im Ort (o, — c0). Umgekehrt gilt, dass ein lo-
kalisiertes Elektron einen unscharfen Impuls aufweisen muss, damit man dem Teilchen iiberhaupt
einen Aufenthaltsort zuweisen kann. Ein lokalisiertes Elektron mit mittlerem Impuls fkg lasst sich
also nur darstellen durch ein Wellenpaket mit mittlerem Wellenvektor k£ und einer zeitlich-6rtlich
Einhiillenden a (z,t).

Gruppengeschwindigkeit

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Bewegung eines lokalisierten Elektrons anhand der
Wellenfunktion ¥ (x,t) beschreiben ldsst. Zur Vereinfachung nehmen wir ohne Beschriankung der
Allgemeinheit ein Koordinatensystem an, dessen x-Achse parallel zum Impuls p = fik des Teilchens
ausgerichtet ist, so das wir unsere Betrachtung ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit auf ein
eindimensionales, nur von x abhéngiges Problem reduzieren kénnen. Das lokalisierte Elektron
lasst sich darstellen durch ein Wellenpakt mit mittlerer Wellenzahl kg und einer zeitlich-6rtlichen
Einhiillenden a (z, t),

: W (ko)
U (z,t) = a(z,t) ej(kgz_ R t>. (2.14)
Fiir t = 0 sei der Aufenthaltsort des Elektrons bekannt und durch die Einhiillende a(z,0) be-
schrieben,

¥ (x,0) = a(z,0) eFo. (2.15)

Gesucht ist nun die durch a(z,t) beschriebene Position des Elektrons fiir ¢ > 0. Die zeitliche
Entwicklung fiir eine bestimmte Komponente der Raumfrequenz k ist durch GIl.2.12 gegeben.
Um diese Beziechung anwenden zu konnen, miissen wir das Wellenpaket nach GI.2.15 zunéchst
in seine Raumfrequenzkomponenten bzgl. des Ortes zerlegen. Das geschieht durch eine Fourier-
Transformation bzgl. x,

U (k,0) = /Oo U (,0) e **dz = @ (k — ko, 0), (2.16)

— 00

wobei die Tilde () die Fourier-Transformierte der jeweiligen Funktion bzgl. des Ortes = bezeich-

net. Fiir jede k-Komponente lédsst sich die zeitliche Entwicklung beschreiben durch einen Faktor
W (k)

e 377 t. Fiir das Raumfrequenzspektrum zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich daraus die Beziehung

~ . W (k)

T (kt) = a(k— ko t)e 7

2 (2.17)

Um die zeitliche Entwicklung zu kennen, muss man also die Dispersionsrelation W (k) kennen.
Fiir den Fall eines freien Elektrons ist diese noch recht einfach, siehe GIl.2.13. Wir werden im
néchsten Abschnitt jedoch auch Fille mit komplizierteren Dispersionsrelationen betrachten, die
sich beispielsweise aus der Wechselwirkung mit einem periodischen Potenzial ergeben und sich
nicht mehr analytisch darstellen lassen. Zur Vereinfachung entwickelt man die Dispersionsrelation
in eine Potenzreihe um die mittlere Raumfrequenz ky des Wellenpaketes:

ow 1 0*°wW

s 5 (k—ko)>. (2.18)
k=ko

W (k) =W (ko) + (k— ko) +

k=ko

Bricht man nach dem linearen Term ab, so erhélt man durch Einsetzen von GIl. 25 in Gl. 24 und
Riicktransformation die Lésung fiir ¢ > 0:

1 oW ; 2 Wiko) . o W (ko)
‘I’(x-,t)a<l’—hakt,0> eJ(kO ret) :a(x—vgt,O)eJ<k° e t). (2.19)
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Abbildung 2.1: Bewegung eines lokalisierten Wellenpakets entlang der z-Richtung. Die zugehorige Gruppenge-
schwindigkeit ist gegeben durch die erste Ableitung der Dispersionsrelation W (k). Ableitungen zweiter und héherer
Ordnung fithren zum ,,Zerflieen“ des Pulses mit der Zeit. Eine anschauliche Erklarung baut auf der Tatsache auf,
dass das lokalisierte Elektron per Definition ein breites Spektrum an Impulsen 7ik annehmen kann. Damit ist bereits
die anfangliche Geschwindigkeit unbestimmt, was im weiteren zeitlichen Verlauf zu einer mit der Zeit immer stirker
anwachsenden Unsicherheit des Aufenthaltsortes und damit zu einem ZerflieBen des zum Elektron gehérenden
Wellenpakets fiihrt.

Das Wellenpaket hat sich also in der Zeit ¢ um die Strecke % %—VZ
pengeschwindigkeit v, betrégt also

keko t weiterbewegt. Die Grup-

1 oW
LT k:ko. (2.20)
Gl. (2.20) kann auch als Ableitung der Gesamtenergie W nach dem Impuls p = hik interpretiert
werden und ist konsistent mit dem klassischen Modell - auch hier ergibt sich die Geschwindigkeit
v =2 aus der Ableitung der Energie W = % + Wyot nach dem Impuls p.

Hohere Ableitungen in Gl. (2.18) fithren zum Zerfliefen des Wellenpaketes, siche Abb. 2.1. Dies
ist auch anschaulich klar: Ein lokalisiertes Elektron besteht aufgrund der Impulsunschérfe aus einer
Uberlagerung vieler Zusténde mit verschiedenen Impulsen, die sich also unterschiedlich schnell
fortbewegen. Dies fiihrt fiir ¢ > 0 dazu, dass das anfangs lokalisierte Wellenpaket zunehmend
delokalisiert wird und ,,zerflieit “.

Die vorstehenden Betrachtungen wurde fiir den eindimensionalen Fall abgeleitet, lassen sich
aber auf drei Dimensionen verallgemeinern. Die Gruppengeschwindigkeit eines Wellenpakets ergibt
sich dann aus dem Gradienten der Dispersionsrelation bzgl. k,

v, = %ka(k). (2.21)

2.2 Das Elektron im Festkorper

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt freie Elektronen betrachtet wurden, wollen wir uns nun
dem Verhalten von Elektronen im Festkorper zuwenden. Ein schematisches Modell eines Halblei-
terkristalls ist in Abb. 2.2 skizziert. Der Kristall wird im Inneren durch ein statisches Potential
Whot(r) beschrieben, das vom periodischen Gitter der positiv geladenen Atomriimpfe herriithrt
und dementsprechend dieselbe Periodizitéit aufweist wie das Kristallgitter,

Woot(r) = Wpei(r + R), (2.22)
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Abbildung 2.2: Schematisches Modell eines Halbleiterkristalls: Der Kristall wird im Inneren durch ein stati-
sches Potential Wpet(r) beschrieben, das vom periodischen Gitter der positiv geladenen Atomriimpfe herriihrt und
dementsprechend dieselbe Periodizitit aufweist wie das Kristallgitter. Wy,4. bezeichnet das Vakuum-Energieniveau,
auf das ein Elektron gebracht werden muss, wenn es aus dem Kristall entfernt werden soll. In einem stark vereinfach-
ten Modell wird der Halbleiterkristall durch ein Kastenpotential (gestrichelt) beschrieben, das an der Oberfliche
unendlich hohe Energiebarrieren aufweist. Dieses Kastenpotential weist im Inneren des Festkorpers eine iiber dem
Ort z konstante potentielle Energie Wy auf, so dass sich die Elektronen dort genauso verhalten wie freie Elektronen
im Vakuum (quasi-freies Elektronengas). (Bildquelle: [3])

wobei es sich bei R um einen Gittervektor handelt, also um einen Translationsvektor, der das
Kristallgitter des Halbleiters ins sich selbst {iberfiihrt, siche Abschnitt 1.2. W,,. bezeichnet das
Vakuum-Energieniveau, auf das ein Elektron gebracht werden muss, wenn es aus dem Kristall
entfernt werden soll. Zunéchst wird ein stark vereinfachtes Modell betrachtet, in dem der Halb-
leiterkristall durch ein Kastenpotential angendhert wird (sog. Sommerfeld-Modell). Aus diesem
sehr einfachen Modell lassen sich bereits wichtige Gréfien wie z.B. die Zustandsdichte im Innern
des Halbleiters ableiten. Darauf aufbauend wird dann mit Hilfe des Bloch Theorems ein Modell
entwickelt, das das periodische Potential im Innern des Halbleiters bei der Dispersionsrelation der
Elektronen beriicksichtigt.

2.2.1 Das Elektron im dreidimensionalen Potentialkasten (Sommerfeld-
Modell)

Losung der zeitunabhingigen Schrédinger-Gleichung

Zunichst wird ein stark vereinfachtes Modell betrachtet, in dem der Halbleiterkristall durch ein
Kastenpotential beschrieben wird, das im Inneren des Festkorpers eine iiber dem Ort x konstante
potentielle Energie Wy aufweist und das an der Oberflache unendlich hohe Energiebarrieren besitzt,
siehe Abb. 2.2. Der Halbleiterkristall sei quaderférmig mit Kantenléngen L, L,, und L, in z-, y-
und z-Richtung. Die zugehdrige potentielle Energie Wt (r) ldsst sich also schreiben als

W,

p

(2.23)
— 00 sonst

(r){WO fals 0 <o < Ly NO<y< Ly, NO<z<L,
ot .
Die Elektronen im Innern des Festkérpers werden sich also genauso verhalten wie freie Elektronen
im Vakuum (quasi-freies Elektronengas), sind aber durch die Energiebarrieren an der Oberflache
strikt auf das Volumen des Halbleiters begrenzt. Die zeitunabhiingige Wellenfunktion (r) der
Elektronen muss also auf der Oberfliche und im Auflenraum des Halbleiters den Wert Null anneh-
men, wihrend sie im Innern des Halbleiters die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung, Gl. (2.10)
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mit konstantem Potenzial Wy erfiillt,

I ) = (W - W) w) (2.24)

2m

Die entsprechenden Losungen 9(r) ergeben sich nach Normierung gemifi Gl. (2.1) zu

3
2\2 . .
w(r) = { (2)2 sin (kyo)sin (kyy) sin (k.z) falls0 < z,y,2 < L ’ (2.25)
— 00 sonst
wobei die Wellenzahlen k., k, und k, aufgrund der Randbedingungen an der Oberfliche des
Halbleiterkristalls die folgenden Bezichungen erfiillen miissen:

keLy = ngm, kyLy = Ny, k.L, =n.m; Ngy,z € N. (226)

Dabei ist zu beachten, dass k;, k, und k, nur positive Werte annehmen — negative Werte fiithren
gemiB Gl. (2.25) lediglich zu einer Anderung des Vorzeichens von (), was keiner neuen Losung
und auch keinem neuen, durch weitere Elektronen besetzbaren Quantenzustand entspricht. Die
zugehorige Dispersionsrelation entspricht der eines freien Elektrons,

12 k|
W =W, _ 2.27
ot om ' ( )
wobei
2 _ 52 2 2
k| =kZ + ky + k. (2.28)

und wobei nach Gl.(2.26) eben nur bestimmte Wellenzahlen k,, k,, k,und damit auch nur be-
stimmte diskrete Energieniveaus iiberhaupt zuléssig sind.

Zustandsdichte

Die Quantisierung der zuldssigen Energieniveaus geméfl Gl. (2.26), Gl. (2.27) und Gl. (2.28) fiihrt
in Verbindung mit dem Pauli-Prinzip dazu, dass innerhalb des Halbleiters fiir einen gegebene
maximale Energie W nur eine bestimmte Zahl von besetzbaren elektronischen Zusténden N (W)
iiberhaupt vorhanden ist. Die Anzahl der besetzbaren Zusténde pro Energieintervall und pro
Volumen lassen sich durch die sog. Zustandsdichte p (W) = %% beschreiben. Zur Berechnung
der Zustandsdichte veranschaulichen wir uns zunéchst die Zustdnde mit maximaler Energie W im
durch k,, k, und k, aufgespannten reziproken Raum (,.k-Raum®), siche Abb. (2.3). Die Energie

W ist nach GL(2.27) proportional zu |k|* = k2 + k2 + k?; die Zustéinde mit maximaler Energie

W liegen also innerhalb einer Kugel mit einem von W abhéngigen Radius |k| = QE—Z" (W — Wpy).
Nach Gl.(2.26) sind innerhalb dieser Kugel nur diskrete Werte zuléssig, die sich in k-, k,-, und

k.-Richtung um /-, 7~ und 7- unterscheiden. Ein einzelner Zustand nimmt also im k-Raum
x y z

das Volumen AV, = ”73 eine, wobei V' = L,L,L. das Volumen des quaderférmigen Halbleiters
beschreibt. Zusétzlich kommen gem&f Gl. (2.25) nur positive Werte von k,, k, und k, in Frage;
das im k-Raum besetzbare Volumen beschrinkt sich also auf eine Achtelkugel im ersten Oktanden

des k-Raumes. Das Volumen dieser Achtelkugel im k-Raum betragt

1 2m 2
Berticksichtigt man zusétzlich, dass jeder Quantenzustand aufgrund der Spinentartung von maxi-
mal zwei Elektronen besetzt werden kann, so ergibt sich die Zahl der fiir eine gegebene maximale
Energie besetzbaren elektronischen Zustdnden zu

(2m)*
h3

Vi 8

[S][)

(W —Wo)2 . (2.30)
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Abbildung 2.3: Berechnung der Zustandsdichte des freien Elektronegases. (a) Zunichst wird die Anzahl N (W) der
Zusténde mit maximaler Energie W im durch kg, ky und k. aufgespannten reziproken Raum (,,k-Raum*) ermittelt.
Die Energie W ist proportional zu |k|2 =k2 +k5 +k2, wobei ky, ky und k. nur positive Werte annehmen diirfen. Die
Zustdnde mit maximaler Energie W liegen also innerhalb einer Achtelkugel mit einem von W abhingigen Radius

3
k| = 4/ 277? (W — W), deren Volumen Vj, = %w (QE%" W — Wo)) * betréigt. Nach Gl. (2.26) sind innerhalb dieses

Volumens nur diskrete Werte zuléssig, die sich in kz-, ky-, und k.-Richtung um und LL unterscheiden.
z

us s
Ly Ly
Beriicksichtigt man zusétzlich die Spinentartung der Zusténde, so ergibt sich die Zahl der fiir eine gegebene maximale
Energie besetzbaren elektronischen Zusténde gemifl Gl.2.31. (b) Die p (W) gibt die Anzahl der Zusténde bezogen
auf das Volumen V und das Energieintervall dW. Die Zustandsdichte nimmt mit der Wurzel der kinetischen Energie

W — Wy zu. (Bildquelle: [3])

Fiir die Zustandsdichte p (W) des Halbleiters erhélt man damit die Beziehung

1 dN 2m
V) = 3 i =17 s

Die Zustandsdichte nimmt also mit der Wurzel der kinetischen Energie W —W, zu, siche Abb. 2.3 (b).

I
!
S

(2.31)

2.2.2 Elektronen im eindimensionalen periodischen Potential

Der im vorhergehenden Abschnitt betrachtete dreidimensionale Potentialkasten stellt ein sehr gro-
bes Modell eines Halbleiters dar, bei dem insbesondere der Einfluss der periodisch angeordneten
Gitteratome auf die Zusténde der Elektronen vernachlissigt wurde. Dieses Modell soll nun verfei-
nert werden. Dazu untersuchen wir, wie sich die Dispersionsrelation der dufleren Elektronenwellen
in einem Festkorper dndert, wenn Atome zu einem Kristall zusammengefiigt werden. Aus der
regelméfligen periodischen Anordnung der Atome im Kristallgitter ergibt sich ein periodischer
Verlauf der zugehdrigen potentiellen Energie W0t (r),

Woot(r) = Wpei(r + R), (2.32)

wobei es sich bei R um einen Gittervektor handelt, also um einen Translationsvektor, der das
Gitter unverdndert ldsst. Die gesuchten Zustédnde der &ufleren Elektronen im periodischen Potential
Wpot(r) = Wpei(r +R) der Atomriimpfe ergeben sich aus der Lésung der zugehdrigen stationdren
Schrodinger-Gleichung geméfi G1.(2.7). In diesem Zusammenhang kommt das sog. Bloch-Theorem
zur Anwendung, siehe [4].

Bloch-Theorem: Die Losungen der stationédren Schrodinger-Gleichung fiir ein periodisches Po-
tential Wiet(r) = Whot(r + R) sind das Produkt aus einer ebenen Welle exp (jkr) und einer
Funktion wy (r), die die gleiche Periodizitét aufweist wie das Kristallgitter,

() = up () M, (2.33)
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wobei
ug (r +R) = ug (r). (2.34)

Die Bedeutung des Bloch-Theorems soll anhand eines vereinfachten Beispiels im Eindimensionalen
verdeutlicht werden. Bild 2.4 zeigt ein eindimensionales periodisches Potential Wiot () = Whot(z+
a), welches durch die periodische Anordnung der Atomriimpfe mit Abstand a erzeugt wird. Das
Bloch-Theorem besagt nun, dass sich die Lsungen ;. (z) der stationdren Schrodinger-Gleichung
in diesem Potential schreiben lassen als Produkte einer periodischen Funktion uy () und einer
Welle exp (jkx),

Uy, () = uy, () &M, (2.35)
wobei
up (x +a) = uy (). (2.36)

Die Funktion uy (x) ldsst sich in eine Fourier-Reihe entwickeln,

ug (z) = Z cp eV, (2.37)

wobei K = 2% die Wellenzahl des periodischen Gitters bezeichnet. Eingesetzt in Gl1.(2.35) ergibt
sich daraus die Beziehung

DK oV Ko (kLK
wk (.CE) — chyyew acejkx _ ch’yej(u 1) acej(k+ )T _ ¢k+K (.CC)
14 14

= Z Ck,uej(W?)Kw@j(kHK)w = Yy 1ok (7) (2.38)

174

=Y e IO — gy ()

= Z Ck,yej(yin)Kmej(kJrnK)z = wk+nK (l‘) .

174

Die zur Wellenzahl k gehérende Losung 1y, () ldsst sich also aufgrund der Periodizitdt der Funk-
tion uy (x) auch als eine zur Wellenzahl k& + nK gehérende Lésung 1y, i (@) interpretieren. Mit
anderen Worten: Die Gesamtheit aller Losungen, die sich zur Wellenzahl k finden lassen, ist die-
selbe, die sich auch zu einer um ein ganzzahliges Vielfaches der Gitter-Wellenzahl K verschobenen
Wellenzahl k ergeben. Zur Beschreibung der k-Abhéngigkeit der Losungen ¢, (z) und ihrer Eigen-
schaften geniigt es also, sich auf das Intervall [-K/2, K/2] zu beschrinken. Dieser Bereich wird in
der Festkorperphysik auch als die erste Brillouin-Zone bezeichnet - nach der ersten Brillouin-Zone
wiederholt sich die gesamte Struktur periodisch.

Um zu verstehen, wie die Bloch-Bedingungen die Dispersionsrelationen verdndern, betrachten
wir nun das sehr einfache Beispiel eines Elektrons in einem periodischen Gitter mit Periode a.
Nehmen wir zunéchst ein verschwindendes Potential der Atomriimpfe an, Wyt (z) = 0. In diesem
Fall liegt ein freies Elektron vor, das eine Wellenfunktion der Form ¢ (z) = ce’*' besitzt, und
dessen Dispersionsrelation gegeben ist durch

h2 k/2

W) == . (2.39)

Natiirlich erfiillt ein konstantes Potential auch die Periodizitatsbedingung Woet(z+a) = Wpet(x) =
0, so dass das Bloch-Theorem im Prinzip auch auf den Fall des freien Elektrons angewendet werden
kann. Dementsprechend muss es moglich sein, die Wellenfunktion des freien Elektrons als Produkt
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Abbildung 2.4: Periodisches Potential Wpot () = Whpot(z + a) , gestrichelt gezeichnet, erzeugt durch die peri-
odische Anordnung von Atomriimpfen, deren jeweiliges Potenial durchgezogen gezeichnet ist.

einer periodischen Funktion uy () = ug (¢ + a) und einer ebenen Welle exp (jkx) mit Wellenzahl
k zu schreiben,

¥ (z) = ce*'® = cenKzel (K —nK)e ) ()" =y (x), k=K —nK, ug(z)=ce™ ",
(2.40)

Mit dieser Darstellung wird es also moglich, die Wellenzahl k' des freien Elektrons in eine Summe
aus dem néchstliegenden ganzzahligen Vielfachen nK der Gitter-Wellenzahl K und der fehlenden
Differenz ¥ = k' — nK zu zerlegen und damit die Analyse der Dispersionsrelation des freien
Elektrons auf die erste Brillouin-Zone .k € [—K/2, K /2] zu reduzieren. Damit ergeben sich fiir eine
Wellenzahl k der ersten Brillouin-Zone mehrere Energien W, (k), die den um nK verschobenen
Wellenzahlen k' = k + nkK des freien Elektrons in der urspriinglichen Darstellung entsprechen,

B2 (k +nK)?

W (k) = 2m

(2.41)
Dies ist beispielhaft in Abb. 2.5 (a) bis (c) illustriert. Zur Konstruktion der ersten Brillouin-Zone
kann man sich vorstellen, dass die Dispersionsrelation W (k') des freien Elektrons, dargestellt als
Funktion der Wellenzahl von —oc < k' < oo, auf die erste Brillouin-Zone zuriickgefaltet wird. Die
Ausbreitungskonstante k’, welche zum mechanischen Impuls proportional ist, wird dann durch
k + nK ersetzt, wobei die neue Ausbreitungskonstante k nur noch innerhalb der ersten Brillouin-
Zone betrachtet werden muss.

Was passiert, wenn wir jetzt das periodische Potential der Atomriimpfe einschalten? Die Wel-
lenfunktionen der Elektronen werden am periodischen Potenzial der Atomriimpfe gestreut, was in
Anlehnung an die Streuung von Réntgenphotonen stellenweise auch als “Bragg-Reflexion “ bezeich-
net wird. Diese Streuung ist besonders effizient, wenn die halbe Gitterperiode a/2 eine ganzzahliges
Vielfaches der Wellenldnge 27 /k" der Wahrscheinlichkeitsdichtewelle ¢ () betrégt. Dies ist gerade
fir ¥ =nK /2, n € Z, also in der Mitte und am Rand der Brillouin-Zone der Fall, da sich in die-
sem Fall die an benachbarten Gitteratomen reflektierten Teilwellen konstruktiv iiberlagern. Fiir
diese Wellenzahlen k' bilden sich stehende Wellen mit gleicher Periodizitéit wie das Kristallgitter
aus, siehe Abb.2.6 (a), wobei fiir eine dieser stehenden Wellen die Wellenknoten mit den Gitte-
ratomen zusammenfallen, wihrend bei der anderen Welle die Wellenknoten gerade in der Mitte
zwischen zwei benachbarten Gitteratomen liegen. Die Wellenknoten entsprechen einer verschwin-
denden Aufenhaltswahrscheinlichkeit des Elektrons; bei der ersten stehenden Welle (1) hélt sich
das Elektron daher vornehmlich in der Ndhe der Gitteratome, also im Bereich kleiner potentieller
Energie Wyot(x) auf; wihrend bei der zweiten stehenden Welle (2) die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit zwischen den Gitteratomen, also im Bereich hoher potentieller Energie am hochsten ist.

26

n € 7.



(a) w (d) w

I~

(b) w

(c)

\
=

0
1 1
1Kk 1k

Abbildung 2.5: (a) Dispersionsrelation W (k') = h2k’2/(2m) des freien Elektrons. (b) Konstruktion der Disper-
sionsrelation des freien Elektrons unter dem Einfluss eines fiktiven periodischen Gitters mit Periode a = 27/ K gemif
des Bloch-Theorems. Der durch die Wellenzahl k indizierte Zustand erfasst dabei alle Zustédnde des freien Elektrons
mit Wellenzahlen k' = k + nK. Die Dispersionsrelation W (k) ergibt sich durch Verschieben der Dispersionsrelation
W (k') des freien Elektrons um ganzzahlige Vielfache des Gitterwellenvektors K, W (k) = h? (k +nK)?2/(2m). (c)
Aufgrund der durch das Bloch-Theorem eingefiihrten Periodizitéit der Dispersionsrelation bzgl. K kann die Darstel-
lung auf die erste Brillouin-Zone reduziert werden. Eine bestimmte Wellenzahl k indiziert dabei alle um ganzzahlige
Vielfache der Gitterwellenzahl K verschobenen Zustéinde. (d) Aufspalten der urspriinglichen Dispersionsrelation
unter dem Einfluss eines periodischen Gitters, sieche auch 2.6. (e) Darstellung im periodisch fortgesetzten Schema. (f)
Reduzierte Darstellung in der ersten Brillouin-Zone. Die Aufspaltung der Energieniveaus fiihrt zu einer Bandliicke
We, innerhalb der es keine erlaubten Energiezustéinde fiir Elektronen gibt [11].
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Abbildung 2.6: Die Streuung der Wellenfunktion 1 (z) an den periodisch angeordneten Gitteratomen fiihrt zu
einer Deformation der Dispersionsrelation W (k) am Rand der ersten Brilloin-Zone, zur Aufspaltung der Energie-
zustidnde und zur Bildung einer Bandliicke W¢. (a) Am Rand der Brillouin-Zone bilden sich stehende Wellen (1)
und (2) mit gleicher Periodizitéit wie das Kristallgitter aus. Fiir Zustand (1) liegen die Wellenknoten gerade in
der Mitte zwischen zwei benachbarten Gitteratomen, wihrend bei Zustand (2) die Wellenknoten mit den Gitter-
atomen zusammen fallen. Die Wellenknoten entsprechen einer verschwindenden Aufenhaltswahrscheinlichkeit des
Elektrons; bei Zustand (1) hélt sich das Elektron daher vornehmlich in der Néhe der Gitteratome, also im Bereich
kleiner potentieller Energie Wpyot (z) auf; wihrend bei Zustand (2) die Aufenthaltswahrscheinlichkeit zwischen den
Gitteratomen, also im Bereich hoher potentieller Energie am héchsten ist. (b) Die Ausbildung stehender Wellen
fithrt zu einer Aufspaltung der Energieniveaus am Rand der Brilliouin-Zone in einen hochenergetischen Zustand (2)
und einen niederenergetischen Zustand (1). Durch Zuriickfalten der entstehenden Dispersionsrelation auf die erste
Brillouin-Zone ergibt sich die in Abb. 2.5 (f) gezeigte Dispersionsrelation. Diese weist eine aus der Aufspaltung der
Energieniveaus herrithrende Bandliicke W (G =gap) auf, innerhalb der es keine erlaubten Energiezusténde fiir
Elektronen gibt. (Bildquelle: [3])

Dies fiihrt zu einer Aufspaltung der Energieniveaus im Rand der Brilliouin-Zone in einen hoch-
energetischen Zustand (2) und einen niederenergetischen Zustand (1), siehe 2.5 (d) und (e). Durch
Zurickfalten der entstehenden Dispersionsrelation auf die erste Brillouin-Zone ergbit sich die in (f)
gezeigte Dispersionsrelation. Diese weist eine aus der Aufspaltung der Energieniveaus herriithrende
Bandliicke W (G =gap) auf, innerhalb der es keine erlaubten Energiezusténde fiir Elektronen
gibt.

2.2.3 Semi-klassische Bewegungsgleichungen und effektive Masse

In Abschnitt 2.1.3 wurde die Gruppengeschwindigkeit v, des Elektrons anhand seiner Dispersions-
relation W (k) bestimmt. Auch wenn zur Veranschaulichung zunéchst ein freies Elektron in einem
konstanten Potential betrachtet wurde, war es in der Herleitung von Gl. (2.21) nicht notwendig,
eine bestimmte Form der Dispersionsrelation anzunehmen. Gl. (2.21) bleibt also insbesondere auch
dann giiltig, wenn anstelle eines freien Elektrons mit W (k) = h;—nk: ein im periodischen Potenzial
eines Festkorpers propagierendes Elektron mit einer anderen Dispersionsrelation W (k) betrachtet

wird. Fiir die Gruppengeschwindigkeit des Elektrons gilt also nach wie vor Gl. (2.21),

1

Vg = ?VkW k), (2.42)
)

wobeil VW (k) den Gradienten der Dispersionsrelation bzgl. k bezeichnet. Fiir die Propagation

in einer Dimension ergibt sich daraus die einfachere Beziehung (2.20),

10W
=——. 2.43
YT T ok (243)
Die Gruppengeschwindigkeit ist also proportional zur Steigung der Dispersionsrelation. Am Rand
der Brillouin-Zone nimmt die Dispersionsrelation einen Extremwert und eine Steigung von Null
an, siche Abb.2.5(f) — an diesen Stellen verschwindet also die Gruppengeschwindigkeit, was mit
dem in Abschnitt 2.2.2 beschriebenen Bild einer stehenden Welle konsistent ist.
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In Analogie dazu ist es wiinschenswert, auch andere, aus der klassischen Mechanik bekannte
Beziehungen so zu formulieren, dass sie auch fiir Elektronen mit komplizierteren Dispersionsre-
lationen W (k) giiltig bleiben. Eine wichtige Fragestellung in diesem Zusammenhang betrifft das
Verhalten eines Elektrons unter dem Einfluss eines von aufien angelegten elektrischen Feldes E.
Wir betrachten zunéchst die Frage, nach welchem Gesetz sich der Impuls eines Elektrons &dndert,
das unter dem Einfluss einer Dispersionsrelation W (k) in einem &ufleren elektrischen Feld E
propagiert. Bei einer eindimensionalen Bewegung des Elektrons entlang der z-Richtung mit ei-
ner Gruppengeschwindigkeit v, ergibt sich die Energicaufnahme AW pro Zeiteinheit At aus dem
Produkt des zuriickgelegten Weges vyAt und der auf das Elektron wirkenden Kraft —eFE,

AW = —eBv, At.

gleichzeitig lasst sich eine Beziehung zwischen der Energieaufnahme AW und der zugehorigen
Anderung Ak der Wellenzahl {iber die Ableitung der Dispersionsrelation formulieren,
ow
AW = —Ak.
ok
Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fithrt zu einer Beziehung fiir die Zunahme der Wellenzahl k
eines Elektrons unter dem Einfluss eines dufieren Feldes,

0 (hk)
ot

Die Groflie ik dndert sich also proportional zur von auflen einwirkenden Kraft und kann daher als
Impuls des Elektrons interpretiert werden. Dieser Impuls ist im Sinne einer quantenmechanischen
Erhaltungsgrofie bei der Bewegung eines Elektrons im periodischen Potenzial des Kristallgitters zu
verstehen und wird daher auch als Kristallimpuls bezeichnet. Der Kristallimpuls ist insbesondere
nicht mehr direkt mit der Geschwindigkeit v, verkniipft — am Rand der Brillouin-Zone liegt eine
Gruppengeschwindigkeit von Null vor, wihrend der Kristallimpuls die Werte +/in/a annimmt.
Gl. (2.44) lasst sich auch auf drei Dimensionen erweitern,

— —¢E. (2.44)

0 (fik)
ot
Neben der Impulszunahme ist auch die Zunahme der Gruppengeschwindigkeit vy in einem &uBeren

elektrischen Feld von Bedeutung. Die zeitliche Anderung der Gruppengeschwindigkeit lédsst sich
schreiben als

— —¢E. (2.45)

0 o [OW 1 8°W o 1 02W
vy ( ) (hk) (—eF).

ot ot \ ok ) n2 ok ot R ok?

Damit wurde eine Beziehung zwischen der Beschleunigung dv,/0¢ und der auf das Elektron wir-
kenden Kraft (—eF) formuliert. Ein Vergleich mit der klassischen Beziehung magtg = —ek liefert
einen Ausdruck fiir die sogenannte effektive Masse m* des Elektrons im periodischen Potenzial

des Kristallgitters,

2
1 _Low (2.46)
m*  h? Ok?

Die effektive Masse des Elektrons ist also invers proportional zur Kriimmung der Dispersionsrela-

tion des Elektrons. Auch diese Beziehung ldsst sich auf drei Dimensionen erweitern - die effektive

Masse wird dann durch eine 3x3-Matrix reprasentiert, die der Hesse-Matrix der Dispersionsrelation

entspricht,

1 1 0°W (k)
(m*)lm W2 9k0kyy, (2.47)
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Abbildung 2.7: (a) Energie, (b) Gruppengeschwindigkeit und (c) effektive Masse als Funktion der Wellenzahl fiir
einen kosinus-férmigigen Bandverlauf mit der Breite AW = 5eV, in einem Kristall mit Gitterkonstante a = 0.5nm.

2.2.4 Bloch-Oszillationen

Als Modellsystem fiir die Bewegung eines Elektrons im Leitungsband eines eindimensionalen Kris-
talls kann folgende kosinusformige Abhéngigkeit der Leitungsbandenergie als Funktion der Wel-
lenzahl betrachtet werden:
AW
W(k) = T(l — cos (ka)). (2.48)
Mit den Formeln (2.43) und (2.46) erhalten wir fiir die Gruppengeschwindigkeit und effektive
Masse der Elektronen als Funktion seiner Wellenzahl k die Beziehungen

_1ow  AWa . (ka)
YT Rk op on\Vh
(2.49)
1 1 02°W  AWa?
T o~ o cos (ka) .

Diese sind in Abb.2.7 dargestellt.

An den Grenzen der Brillouinzone, k = 7 /a, wird die Geschwindigkeit v, = OW/0k = 0. Dort
ist der Gitterabstand gerade halb so grofl wie die Wellenldnge der Wellenfunktion der Elektronen,
k = m/a, d.h. alle von Gitteratomen reflektierten Teilwellen interferieren konstruktiv (Bragg-
Bedingung fiir Reflexionsgitter) und fithren zu einer stehenden Welle. An der Oberkante ergibt
sich fiir Elektronen aufgrund der negativen Kriimmung des Bandes eine negative effektive Masse
m* < 0. Dies bedeutet, dass sie in die entgegengesetzte Richtung einer dufleren auf sie wirkenden
Kraft beschleunigen.

Legen wir nun eine duflere Kraft an das Elektron an, so d&ndert sich dessen Impuls, Ist die Kraft
—eFE konstant, so durchlduft das Elektron die erste Brillouinzone geméfl G1(2.44),

hk(t) = hk(0) — eEt. (2.50)

Fiir ein in negative z-Richtung gerichtetes elektrisches Feld E bewegt sich das Elektron im k-
Raum nach rechts, ,,verschwindet” am rechten Rand der Brillouin-Zone bei k = 7/a, und taucht
am linken Rand bei k = —7/a wieder auf - die Werte k = 7 /a sind aufgrund der Periodizitét der
Dispersionsrelation dquivalent. Durch Einsetzen des Kristallimpulses in die Gleichung (2.49) findet
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Abbildung 2.8: Bloch-Oszillation eines Elektrons als Funktion der Zeit infolge eines dufleren angelegten Feldes
der Stirke E = —100kVem ™! in dem oben definierten kosinusférmigen Leitungsband.

man fiir die Gruppengeschwindigkeit und den Ort des Elektrons fiir ein konstantes elektrisches
Feld, F = —100kVem ™!, die in Fig. 2.8 gezeigten Oszillationen.

Waihrend das Elektron die Brillouinzone durchlauft, &ndert sich seine Teilchengeschwindig-
keit (hv = OF/0k) periodisch zwischen positiven und negativen Extremwerten, d.h. es fiihrt
eine Schwingung aus (sogenannte Bloch-Oszillation). Die Zeit zum Durchlaufen des Bereichs
—7/a < k < 7/a unter dem Einfluss einer elektrischen Feldstéirke (T' = Periodendauer der Bloch-
Oszillation) ist gerade:

h
T= ok (2.51)
Fiir ¢ = 0.5 nm (typische Gitterkonstante von Halbleitern) undE = 100kVem ™' erhilt man
T = 0.8ps.Die sich damit ergebende Schwingung in Geschwindigkeit und Ort ist in Bild 2.8
dargestellt.

Allerdings lassen sich Bloch-Oszillationen in natiirlichen Festkorpern nur sehr schwer beobach-
ten. Das liegt daran, dass die Wellenfunktion eines Elektrons nicht unbeeinflufit von Stérungen wie
z.B. der Wechselwirkung mit thermisch angeregten Phononen, Gitterversetzungen und Elektron-
Elektron-Streuung bleibt. Diese Stérungen fithren dazu, dass das Elektron innerhalb von Bruch-
teilen einer Pikosekunde durch unelastische Stoie mit Gitterschwingungen in andere Zustédnde im
gleichen Band transferiert, wobei sich Energie, Materiewellenldnge und Phase der Elektronenwelle
diskontinuierlich &ndern. Bloch-Oszillationen konnten bislang nur in kiinstlichen Kristallen beob-
achtet werden, in denen man basierend auf periodischen Folgen diinner Schichten (Ubergitter [20,
esaki70]) eine effektive Gitterkonstante a von der Grofie der Periodenlinge des Ubergitters erzeu-
gen kann, die die Periodendauer entsprechend herabsetzt und damit eine Wechselwirkung mit dem
Kristallgitter innerhalb einer Bloch-Periode unmdoglich macht. Diese Bloch-Oszillationen wurden
kiirzlich nachgewiesen und entsprechende Bauelemente konnten in Zukunft eine effiziente Quelle
fiir THz- Strahlung werden [21, le091] [22, feldmann92].

2.2.5 Elektronen im idealen dreidimensionalen Kristall

Dieselben Uberlegungen, die wir in Abschnitt 2.2.2 in einer Dimension aufgestellt haben, las-
sen sich natiirlich auch auf reale dreidimensionale Kristalle erweitern. Dazu muss zunéchst eine
zur Wellenzahl K = 27/a des Kristallgitters analoge Darstellung in drei Dimensionen gefunden
werden. Dies fiihrt zum Konzept des sog. reziproken Gitters. Das dem Kristallgitter zugeordnete
Bravais-Gitter lédsst sich aus Gittervektoren R aufbauen, die sich durch eine Linearkombination
von drei primitiven Basisvektoren a;, as , und a3 mit ganzzahligen Koeffizienten my, ms und ms
ergeben,

R =miay + moasg + mgzas. (252)
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Das reziproke Gitter entspricht ebenfalls einem Bravais-Gitter, das durch die zu den primitiven
Basisvektoren aj, as , und asg orthogonalen Translationsvektoren by, bs , und bg im dreidimen-
sionalen k-Raum aufgespannt wird,

K =mja; + meas + maas. (2.53)

Die Basisvektoren des reziproken Gitters lassen sich aus den Basisvektoren des Kristallgitters im
Ortsraum berechnen,

ag X as

ai - (ag X ag)

a; X as

ai - (ag X ag)

a; X ag

by = 2n . by=2r . by=2r (2.54)

a; - (ag x ag)’

Auf diese Weise ergibt sich beispielsweise aus einem kubisch-flachenzentrierten Kristallgitter
im Ortsraum ein kubisch-raumzentriertes reziprokes Gitter im k-Raum, siche Abb.2.9(a) und
(b). Aus der Einheitszelle des reziproken Gitters im k-Raum lisst sich die erste Brillouin-Zone
konstruieren, siche Abb.2.9(c). Sie umfasst alle Punkte im k-Raum, die n&her am Gitterpunkt
I' = (0,0,0) liegen als an irgendeinem anderen Gitterpunkt und lésst sich im reziproken Raum
mit Hilfe der Mittellot-Ebenen zwischen benachbarten Gitterpunkten konstruieren.

Banddiagramme in drei Dimensionen werden durch eine im k-Raum definierte Dispersionsrela-
tion W (k) beschrieben. Da eine Visualisierung und Interpretation in drei Dimensionen schwierig
ist, beschrankt man sich auf eine eindimensionale Darstellung entlang ausgewé&hlter Linien des
reziproken Raumes. Dabei macht man sich die Tatsache zu nutze, dass Extremwerte der Disper-
sionsrelation entlang der Symmetrielinien des reziproken Gitters auftreten. Diese Symmetrielinien
werden durch ihren Anfangs- und ihren Endpunkt beschrieben. Géngige Symmetriepunkt im rez-
proken Gitter sind in Abb. 2.9 (¢) fiir ein kubisch-flichenzentriertes Gitter im Ortsraum eingezeich-
net. Der sog. I'-Punkt bezeichnet den Ursprung des reziproken Raumes, der Punkt L = %(1, 1,1)
liegt auf der Raumdiagonalen des reziproken Gitters, und X = K(1,0,0) bezeichnet einen Punkt
in der Mitte der quadratischen Seitenfliche der ersten Brillouin-Zone.

Die Bandstruktur eines freien Elektrons in einem kubisch-flichenzentrierten (fcc = face cente-
red cubic) Kristall mit Gitterabstand a ist in Bild 2.10 dargestellt. Abb. 2.10 zeigt die berechneten
Bandstrukturen von Silizium (Si) und Gallium-Arsenid (GaAs). Die Diagramme in Abb.2.10 (a)
und (b) zeigen den Verlauf der Energieniveaus entlang ausgewihlter Symmetrielinien eines kubisch
flichenzentrierten Gitters innerhalb der ersten Brillouin-Zone. Die Symmetrielinien verbinden den
Ursprung I' des k-Raumes mit den Punkten X und L, siche Abb.2.10(c). Das energetisch am
héchsten liegende besetzte Band wird als Valenzband (VB), das energetisch am tiefsten liegende
unbesetzte Band wird als Leitungsband (LB) bezeichnet; die Energien an den zugehérigen Band-
kanten mit W (nach dem englischen Begriff ,,conduction band“ ) bzw. Wy,. Durch thermische
Anregung kénnen Elektronen die Bandliicke iiberwinden und vom Valenzband ins Leitungsband
gelangen - sie hinterlassen im Valenzband unbesetzte Zustdnde, die als positiv geladene Partikel
(,,Locher“) beschrieben werden kénnen. Die Bandstrukturen von Silizium und GaAs weisen einen
wichtigen Unterschied auf: Bei GaAs liegen sowohl das Minimum des LB als auch das Maximum
des VB bei k = 0 (T'); eine solche Konstellation wird auch als direkte Bandliicke bezeichnet.
Im Gegensatz dazu treten die Extrempunkte von VB und LB bei Si an verschiedenen Punkten
im k-Raum auf — dies wird als indirekte Bandliicke bezeichnet. Indirekte und direkte Bandliicken
spielen ein grofle Rolle bei der Interaktion des Halbleiters mit Licht, insbesondere bei der Emission
und Absorption von Licht durch elektronische Ubergéinge zwischen den Béndern.

2.2.6 Direkte und indirekte Halbleiter

Direkte und indirekte Halbleiter unterscheiden sich bzgl. der Lage der Extrempunkte des Leitungs-
und Valenzbandes im Banddiagramm. Man spricht von einem direkten Halbleiter, wenn sowohl
das Minimum der Leitungsbandkante als auch das Maximum der Valenzbandkante den gleichen
Kristallimpuls ik aufweisen. Beim indirekte Halbleiter weisen die beiden Punkte dementsprechend
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Abbildung 2.9: Kristallgitter im Ortsraum und im reziproken Raum. (a, b) Einem kubisch-flichenzentrierten
Kristallgitter mit Gitterkonstante a im Ortsraum, (a), entspricht ein kubisch-raumzentriertes reziprokes Gitter mit
Gitterskonstante K = 4™ im k-Raum, (b). (¢) Konstruktion der ersten Brillouin-Zone im reziproken Raum: Die erste
Brilluoin-Zone umfasst alle Punkte im k-Raum, die niher am Gitterpunkt I' = (0,0, 0) liegen als an irgendeinem
anderen Gitterpunkt. Sie ldsst sich im reziproken Raum mit Hilfe der Mittellot-Ebenen zwischen benachbarten
Gitterpunkten konstruieren. Zur Darstellung von Banddiagrammen werden durch ausgewéhlte Symmetriepunkte
definierte Linien im reziproken Raum herangezogen. Der sog.I'-Punkt bezeichnet dabei den Ursprung des reziproken
Raumes, der Punkt L = %(1,1,1) liegt auf der Raumdiagonalen des reziproken Gitters, und X = K(1,0,0)
bezeichnet einen Punkt in der Mitte der quadratischen Seitenfliche der ersten Brillouin-Zone.
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Abbildung 2.10: Bandstrukturen von (a) Siliziuzm (Si) und (b) Gallium-Arsenid (GaAs). Die Diagramme zeigen
den Verlauf der Energieniveaus sind entlang ausgewihlter Symmetrielinien eines kubisch flichenzentrierten Gitters
innerhalb der ersten Brillouin-Zone. Das energetisch am héchsten liegende besetzte Band wird als Valenzband (VB),
das energetisch am tiefsten liegende unbesetzte Band wird als Leitungsband (LB) bezeichnet; die Energien an den
zugehorigen Bandkanten mit W (nach dem englischen Begriff ,,conduction band“ ) bzw. Wxy,. Bei GaAs liegen
sowohl das Minimum des LB als auch das Maximum des VB bei k = 0 (I"); eine solche Konstellation wird auch als
direkte Bandliicke bezeichnet. Im Gegensatz dazu treten die Extrempunkte von VB und LB bei Si an verschiedenen
Punkten im k-Raum, also bei verschiedenen Kristallimpulsen ik auf — dies wird als indirekte Bandliicke bezeichnet.
(c) Die zur Darstellung von (a) und (b) verwendeten Symmetrielinien verbinden den Ursprung I' des k-Raumes
mit den Punkten X (blau) und L (griin). (Bild nach [9]).

verschiedene Kristallimpulse auf. Direkte und indirekte Halbleiter verhalten sich unter Lichteinwir-
kung ganz unterschiedlich. Damit es ndmlich zu einer optischen Anregung eines Elektrons durch
ein Photon oder zur Emission eines Photons durch die Rekombination eines Elektron-Loch-Paares
kommen kann, muss sowohl Energieerhaltung als auch Impulserhaltung erfiillt werden.

Energieerhaltung wird dadurch erreicht, dass das Photonenenergie mit dem energetischen Ab-
stand des Elektron-Loch-Paares iibereinstimmt und damit im wesentlichen der Bandliicke ent-
spricht bzw. geringfiigig grofler ist als diese, da die vom Elektron und Loch eingenommenen
Zusténde nicht genau an der Bandkante liegen miissen. Die Photonenenergie ist gegeben durch
Rwphot, Wobel wphot = 2m¢/Aphot die optische Kreisfrequenz und Apher die Vakuumwellenlédnge des
Photons bezeichnet,

thot - h(*)phot Z WC - WV Z WG- (255)

Bei Halbleitern liegt die Bandliicke in der Grofienordnung von 1 eV, was zu Wellenldngen im sicht-
baren oder nahinfraroten Spektralbereich fiihrt. Der zugehorige Impuls eines Photons mit Vaku-
umwellenlénge Ay, ist gegeben durch pphot = Akphot, Wobel kphot = 2m/A, die optische Wellenzahl
des Photons beschreibt. Dieser Impuls ist sehr viel kleiner als typische in einem Kristallgitter
auftretende Kristallimpulse der Gréenordnung p =~ iin/a,

2
AL

Dies wird unmittelbar klar, wenn man sich vergegenwértigt, dass die Gitterkonstante a in ty-
pischen Halbleitern nur Angstroem (107'%m) betrigt, withrend die optische Wellenlédnge in der
GroBenordnung von 1 pm liegt. In diesem Sinne &ndert sich der Impuls eines Elektrons bei Anre-
gung durch ein Photon oder bei der Rekombination mit einem Loch unter Emission eines Photons

Pohot = it < h% (2.56)
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praktisch nicht. Dies ist in Abb.2.11 (a) illustriert: Da das Maximum des VB und das Minimum
des LB bei einem direkten HL beim gleichen Kristallimpuls liegen, kénnen Elektronen unter Ab-
gabe eines Photons der Energie hwphot =~ We vom LB ins VB iibergehen. Der Impulsumsatz
bei diesem Vorgang ist vernachlissigbar; dementsprechend findet der Ubergang im Bénderschema
,,vertikal “ statt, d.h., ohne dass sich der horizontal aufgetragene Kristallimpuls des Photons merk-
lich dndert. Der vernachlissigbare Photonenimpuls wird etwa dadurch zur Verfiigung gestellt, dass
die Anfangs- und Endzustédnde des Elektrons bei leicht unterschiedlichen Kristallimpulsen liegen,
die in der Darstellung von Abb.2.11 (a) nicht zu sehen sind. Wegen der direkten Interaktion eines
Elektrons mit einem Photon wird in direkten Halbleitern Licht stark absorbiert bzw. emittiert.
Die zugehérigen Lebensdauern fiir strahlende Ubergéinge vom LB ins VB liegen im Bereich von
Nanosekunden. Direkte Halbleiter wie z.B. z.B. GaAs oder InGaAsP werden zur Realisierung
von Lichtquellen wie z.B. Leuchtdioden oder Laserdioden sowie von effizienten Photodetektoren
verwendet, siche Abschnitte 7.8 und 7.4.

Beim indirekten Halbleiter ist dies anders. Hier liegen das Maximum des VB und das Mini-
mum des LB bei verschiedenen Kristallimpulsen, die sich typischerweise um einen Betrag in der
GroBenordnung von fAim/a unterscheiden, siehe Abb.2.11 (b). Dieser Impuls kann nach GI. (2.56)
nicht von einem am Ubergang teilnehmenden Photon erbracht werden. Um sowohl Energie- als
auch Impulserhaltung zu erreichen wird also ein drittes Teilchen benétigt, das den Impuls auf-
nimmt bzw. beisteuert und gleichzeitig einen moglichst kleinen Einfluss auf die Energiebilanz hat.
Dies wird durch Gitterschwingungen, sogenannte Phononen moglich — ihre Energien liegen im
Halbleiter bei wenigen meV, wihrend sich der Impuls in der Gré8enordnung von 7/a bewegt.
Ein derartiger ,,Dreierstofi“, also eine Interaktion von einem Elektron, einem Photon und einem
Phonon ist allerdings sehr unwahrscheinlich. Licht wird daher in einem indirekten Halbleiter nur
schwach absorbiert und emittiert; dementsprechend ist auch die Lebensdauer fiir angeregtes Elek-
tron im LB sehr viel groBer als bei direkten Halbleitern. Ubergénge in indirekten Halbleitern er-
folgen vornehmlich nichtstrahlend, daher sind indirekte Halbleiter wie Ge oder Si als Lichtquellen
ungeeignet. Dies gilt nicht fiir manche amorphe Halbleiter — dort ist keine Kristallstruktur vor-
handen und die Prozesse, welche zur Absorption und Emission fiihren, gehorchen anderen Regeln
als den hier diskutierten.

Bei hinreichend kurzwelligem Licht koénnen auch in indirekten Halbleitern Elektronen ohne
Impulséinderung vom VB ins LB beférdert werden, siche Abb.2.11 (b). Die Photonenenergie muss
dabei mindestens der direkten Bandliicke W/G entsprechen. Der umgekehrte Prozess einer Re-
kombination eines Elektron-Loch-Paares iiber die direkte Bandliicke bei k = 0 ist allerdings sher
unwahrscheinlich, da sich die Elektronen im LB immer im Bandminimum bei k& = 7/a ansammeln,
wéhrend die Locher im VB das Bandmaximum bei k = 0 besetzen.

Absorptionsspektren von indirekten und direkten Halbleitern sind am Beispiel von Silizium (Si)
und Galliumarsenid (GaAs) in Abb. 2.12 skizziert. Silizium zeichnet sich als indirekter Halbleiter
fiir Photonenenergien knapp oberhalb der direkten Bandliicke (W = 1.12¢eV bei T' = 300 K) auf-
grund des verhiltnismiBig unwahrscheinlichen Dreierstofes beim Ubergang zwischen VB und LB
durch einen kleinen Absorptionskoeffizienten aus. Dagegen weist bei GaAs als direkter Halbleiter
bei Photonenenergien oberhalb der Bandliicke (W¢g = 1.42eV bei T' = 300K) einen sehr steilen
Anstieg des Absorptionskoeffizienten als Funktion der Photonenergie auf. Bei Photonenenergien
von Awphoy = W{ = 3.5¢V, siche Abb.2.10, werden in Si auch direkte Ubergénge moglich, die
zu einer starken Zunahme des Absorptionskoeffizienten fithren. Neben den Absorptionskoeffizi-
enten bei Raumtemperatur (300K) sind auch die Kurven fiir eine Temperatur von T = 77 K
eingezeichnet, die deutlich die in Abschnitt 1.3.2 beschriebene Abnahme der Bandliicke bei tiefen
Temperaturen zeigen.

2.2.7 Parabolische Ndherung der Bandstruktur

Die Bandstruktur ist im Zentrum und an den Grenzen der ersten Brillouinzone eine symmetrische
Funktion von k. In der Ndhe von k& = 0 und k& = +x/a 148t sich die Energie im Valenz- und
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Abbildung 2.11: Schematische Bandstrukturen von direkten und indirekten Halbleitern. (a) Direkter Halb-
leiter: Das Maximum des VB und das Minimum des LB liegen beim gleichen Kristallimpuls. Als Folge davon
kénnen Elektronen unter Abgabe eines Photons der Energie hwpnhot = We unter vernachldssigbarem Impulsum-
satz li2w/\r, < him/a, vom LB ins VB iibergehen (,,vertikaler« Ubergang). Wegen der direkten Interaktion eines
Elektrons mit einem Photon wird in direkten Halbleitern Licht stark absorbiert bzw. emittiert. Direkte Halbleiter
wie z.B. z.B. GaAs oder InGaAsP werden daher zur Realisierung von Lichtquellen wie z.B. Leuchtdioden oder
Laserdioden sowie von effizienten Photodetektoren verwendet. (b) Indirekter Halblieter: Hier liegen das Maximum
des VB und das Minimum des LB bei verschiedenen Kristallimpulsen, die sich um %m/a unterscheiden. Um bei
einem Ubergang eines Elektrons vom LB ins VB sowohl Energie- als auch Impulserhaltung zu erreichen wird also
ein Phonon als zusétzlicher Stoipartner benétigt, der den Impuls aufnimmt. Ein derartiger ,,Dreierstof3“ zwischen
einem Elektron, einem Photon und einem Phonon ist allerdings sehr unwahrscheinlich. Licht wird daher in einem
indirekten Halbleiter nur schwach absorbiert und emittiert.

Leitungsband daher durch eine Parabel approximieren, siehe Abb.(2.13). Die Kriimmung der
Parabel ergibt sich gem&f Gl. (2.46) aus der effektiven Masse der Elektronen bzw. Licher an den
Bandkanten,

B |k — kol 11 0*W (k)
W (k) =W + T T w e (2.57)
|k — ko|® 1 1 82Wy (k)
Wy (k) =Wy — ——— —_— = 2.58
v (k) v 2m, mp h2  Ok? (2:58)

Durch Vergleich mit der Dispersionsrelation vom freien Elektron sieht man, dass sich die Kristall-
elektronen in der Néhe dieser ausgezeichneten Stellen wie freie Elektronen bzw. Locher verhalten,
wenn man an die Stelle der Ruhemasse m die entsprechenden effektiven Massen einsetzt. Im
Leitungsbandminimum ergibt sich eine effektive Massen fiir Elektronen m,, > 0. Die dortigen
Elektronen verhalten sich also wie freie Elektronen mit einer modifizierten Masse und werden
daher auch als quasifrei bezeichnet. Im Valenzbandmaximum ergibt sich dagegen eine negative
effektive Masse fiir Elektronen. Es ist in diesem Zusammenhang zweckméBig, das Konzept eines
“Loches” in einem fast zur Génze mit Elektronen besetzten Band einzufiihren, das eine positive
Ladung und eine positive effektive Masse m, besitzt.

Mit den Naherungen der Dispersionsrelationen geméf Gl. (2.57) und (2.58) kann die fiir freie
Elektronen in Abschnitt 2.2.1 hergeleitete Beziehung (2.31) fiir die Zustandsdichte direkt auf Elek-
tronen und Loécher im Halbleiter {ibertragen werden, indem einfach statt der Ruhemasse m des
Elektrons die effektive Massen m,, und m, von Elektronen bzw. Léchern eingesetzt werden,

vlw

p,, (W) = 4w% W — Wy, (2.59)
py (W) :47r(2727§)§ Wy — W. (2.60)
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Abbildung 2.12: Absorptionsspektren von Si (indirekter Halbleiter) und GaAs (direkter Halbleiter). Silizium zeich-
net sich in fiir Photonenenergien knapp oberhalb der direkten Bandliicke (Wg ~ 1.12eV bei T' = 300K) aufgrund
des verhiltnisméBig unwahrscheinlichen DreierstoBes beim Ubergang zwischen VB und LB durch einen kleinen
Absorptionskoeffizienten aus, wihrend bei GaAs bei Photonenenergien oberhalb der Bandliicke (W & 1.42 eV bei
T = 300K) einen sehr steilen Anstieg des Absorptionskoeffizienten als Funktion der Photonenergie aufweist. Bei
Photonenenergien von hwphor = W/, = 3.5eV werden in Si auch direkte Ubergénge moglich, die zu einer starken
Zunahme des Absorptionskoeffizienten fiihren. Neben den Absorptionskoeffizienten bei Raumtemperatur (300 K)
sind auch die Kurven fiir eine Temperatur von T' = 77 K eingezeichnet, die deutlich die erwartete Abnahme der
Bandliicke bei tiefen Temperaturen zeigen. (Bild nach [9])
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Abbildung 2.13: Parabolische Anndherung der Bandverldufe eines Halbleiters in der Néhe der Bandkanten. Die
Kriimmungen der Parabeln ergeben sich gemifi Gl. (2.46) aus den effektiven Masse der Elektronen bzw. Lcher.
Aufbauend auf diesem Modell lassen sich Beziehungen fiir die Zustandsdichten fiir Elektronen im LB bzw. fiir
Locher im VB aufstellen.
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Kapitel 3

Eigenhalbleiter und dotierte
Halbleiter

Bei sehr tiefen Temperaturen (7' = 0K) sind in reinen Halbleitern alle Zustdnde im Valenz-
band (VB) besetzt und alle Zusténde im Leitungsband (LB) unbesetzt. In diesem Fall kann kein
Strom flieflen, da im LB keine quais-freien Elektronen vorhanden sind, und da die Elektronen im
VB in Ermangelung freier Zustédnde keine kinetische Energie aufnehmen kénnen. Was passiert bei
hoheren Temperaturen? Aufgrund der thermischen Energie kann es passieren, dass ein Elektron ei-
ne Bindung verlasst und vom Valenzband ins Leitungsband wechselt. Umgekehrt werden thermisch
angeregte Elektronen mit den vorhandenen Lochern rekombinieren. Im thermischen Gleichgewicht
werden pro Zeiteinheit genauso viele Bindungen durch thermische Aktivierung aufbrechen wie
Rekombinationen zwischen Elektronen und Loécher aufgrund verschiedenster Prozesse stattfinden.
Dies fiihrt zu einer statistischen Besetzung der vorhandenen Elektronenzustdnde. Die dann nicht
mehr voll besetzten Bénder erlauben bei angelegter Spannung einen Stromtransport. Damit wir
zu quantitativen Aussagen kommen kénnen, werden wir im Modell der parabolischen Bandstuk-
tur die Anzahl der freien Ladungstriager bei gegebener Temperatur bestimmen. Wir werden dabei
dotierte und undotierte Halbleiter diskutieren.

3.1 Eigenhalbleiter

Ein Eigenhalbleiter (intrinsic semiconductor) ist ein Halbleiter, der nur verschwindend kleine Spu-
ren von Verunreinigungen enthélt. Verschwindend heifit in diesem Zusammenhang etwa eine Verun-
reinigung auf 10° oder noch mehr Atome. Im Folgenden wollen wir berechnen, wieviele thermisch
angeregte freie Elektronen ny, und Locher py, bei gegebener Temperatur in einem Band eines
Eigenhalbleiters vorhanden sind. Die Verteilung der Elektronen iiber der Energie W ergibt sich
aus der Zustandsdichte p,, (W) fiir Elektronen im Leitungsband, Gl. (2.59), multilpliziert mit der
Wahrscheinlichkeit f (W), dass diese Zustdnde besetzt sind, und die Gesamtzahl der Elektronen
erhdlt man durch Integration iiber alle Energien oberhalb der LB-Kante,

m = [ £OV) (W) d (3.1)
Wt

Analog dazu erhdlt man die Zahl der Lécher durch Integration des Produktes aus der Zustands-
dichte p, (W) fiir Lécher im Valenzband, Gl. (2.60), und der Wahrscheinlichkeit 1 — f (W), dass
diese Zusténde nicht durch ein Elektron besetzt sind,

Wy

pin = / (1= F(W)) p,(W)dIW. (3.2)

— 00
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Abbildung 3.1: Fermi-Dirac-Verteilung: Die Fermi-Dirac-Verteilung f (W) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass
ein bei W befindlicher Elektronenzustand besetzt ist; 1 — f (W) ist dementsprechende die Wahrscheinlichkeit dalfiir,
dass ein Zustand unbesetzt ist. Die Fermi-Energie W bezeichnet gerade die Energie, fiir die die Besetzungswahr-
scheinlichkeit 1/2 betrédgt. Fiir Energien weit entfernt von Wr (|W — Wg| > 3kT) ldsst sich die Fermi-Vertilung
f (W) bzw. ihr Komplement 1 — f (W) durch die Boltzman-Ndherungen (gestrichelt) approximieren.

3.1.1 Die Fermi-Dirac-Verteilung

Die in Gl () und () verwendete Wahrscheinlichkeit f (W), dass ein bei Energie W befindlicher
Energiezustand mit einem Elektron besetzt ist, ergibt sich aus der sog. Fermi-Dirac-Verteilung,

1

fw) = L5 W —We)/WT (3.3)

Die Fermi-Dirac-Verteilung gilt fiir ein Ensemble aus ununterschiedbaren Fermionen, d.h. Teilchen
mit hablzahligem Spin, die dem Pauli-Verbot unterliegen, unter der Annahme, dass die Teilchen
nicht miteinander wechselwirken (,,ideales Fermi-Gas®). Die Fermi-Verteilung nach Gl. (3.3) lésst
sich aus der Bedingung herleiten, dass im thermischen Gleichgewicht die freie Energie eines Systems
ein Minimum annimmt, sieche z.B. [3]. Die Konstante Wy wird als Fermi-Energie bezeichnet und
entspricht der Energie eines Zustandes, dessen Besetzungswahrscheinlichkeit gerade 1/2 betriigt,
siehe Abb.3.1.

Fir T — 0 strebt die Fermi-Verteilung gegen eine Sprungfunktion, bei der nur die Zusténde
unterhalb des Fermi-Niveaus besetzt sind. Weit weg von der Fermi-Energie kann die Fermi-Dirac-
Verteilung durch eine Boltzmann-Verteilung angenéhert werden,

_(w-wy)
W > Wp: fW)=e %7
(Wp—-w) > (34)
W<« Wg: 1—f(W)=e 7

wobei 1 — f(F) die Wahrscheinlichkeit darstellt, dass ein Zustand mit einem Loch besetzt ist. Fiir
|(W — Wp) /kT| > 3 sind die Boltzmann-N#herungen besser als 5%.

3.1.2 Ladungtrigerkonzentrationen und effektive Zustandsdichten

Zur Berechnung der Elektronen- und Loécherdichten im Halbleiter werden die Integrale nach
Gl. (3.1) und (3.2) berechnet. Dabei wird angenommen, dass die Fermienergie einen energetischen
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Abbildung 3.2: Bestimmung der Eigenleitungstrigerdichten aus den Zustandsdichten und der Fermi-Verteilung.
(a) Zustandsdichten p,, (W) fiir Elektronen im Leitungsband und p, (W) fiir Lécher im Valenzband. (b) Beset-
zungswahrscheinlichkeit f (W) fiir Elektronenzustinde bzw. das zugehérige Komplement 1 — f (W) gemif der
Fermi-Dirac Verteilung. (c) Produkt aus den Zustandsdichten p,, (W) und p,(W) und den zueghérigen Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten gemifl der Fermi-Dirac-Verteilung. Der Grofiteil der besetzten Zusténde liegt in der Ndhe der
Bandkante innerhalb eines Energieintervalls von k7. (d) In einer vereinfachten Darstellung lassen sich die Ladungs-
trigerdichten durch effektive Zustandsdichten N7, und Ny beschreiben, deren Besetzungswahrscheinllichkeit durch
eine Boltzmann-Verteilung angenihert werden kann.

Abstand von mehr als 35T zur Bandkante hin aufweist, so dass die Fermi-Verteilung f(W) bzw.
ihr Komplemente 1 — f(WW) durch die entsprechenden Boltzmann-Verteilungen angehéhert werden
konnen. Fiir die Elektronen- und Locherdichten ergeben sich daraus die Beziehungen

Nth = / fW) p,(W)dW =~ Nre~ e (3.5)
wr
Wy
P = / (1= F(W)) p,(E)dW ~ Nye 7 (3.6)

wobei die sogenannten dquivalenten Zustandsdichten Ny und Ny fiir das Leitungs- bzw. Valenz-
band gegeben sind durch

2mmy, kT 3/2

N =2 (h2> , (3.7)
2mm, kT 3/2

o2 (BT as)

Bei der Berechungen der Trégerdichten gem#8 Gl. (3.5) und (3.6) wurde das Integral [ \/z exp(—z) dz =
\/7/2 verwendet.

Die Berechnnug der Eigenleitungstragerdichten aus den Zustandsdichten und der Fermi-Verteilung
ist in Abb. (3.2) skizziert. Die bei Eigenleitung resultierenden Verteilungen von Elektronen und
Léchern sind aufgrund der Fermi-Verteilung an den Bandkanten lokalisiert und nur innerhalb ei-
nes Energieintervalls, welches der thermischen Energie kT entspricht, von Null verschieden. Die
dquivalenten Zustandsdichten N; und Ny fiir das Leitungs- bzw. Valenzband kénnen als Zu-
standsdichten interpretiert werden, die unmittelbar an den Bandkanten lokalisiert sind und deren
Besetzungswahrscheinllichkeit durch eine Bolzumann-Verteilung angendhert werden kann, siehe
Abb.3.2(d). Die ,,thermische Energie“ kT bestimmt offensichtlich, wieviele bewegliche Ladungs-
trager beim eigenleitenden Material vorhanden sind. Bei Raumtemperatur T = 293K betrigt
kT = 25meV und ist bei den niitzlichen Halbleitern klein gegen die Bandliicke W =~ 1leV = 40kT.
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3.1.3 Massenwirkungsgesetz

Im Halbleiter herrscht ein dynamisches Gleichgewicht zwischen der temperaturabhéngigen Erzeu-
gung von Elektron-Loch-Paaren durch ,, Aufreifien “ von kovalenten Bindungen und der Rekombina-
tion. Im thermischen Gleichgewicht muss die Generationsrate fiir Elektron-Loch-Paare gleich der
Rekombinationsrate sein. Die Rekombinationsrate steigt mit der Wahrscheinlichkeit, dass Elek-
tronen und Loécher in Wechselwirkung treten und ist damit proportional zum Produkt n¢npi, aus
Elektronendichte ny, und Locherdichte pyy,. Fiir eine konstante thermische Generationsrate stellt
sich also ein festes Produkt ny,pin ein,

NthPih = nf(T), (3.9)

wobei n;(T") eine durch das Material gegebene Konstante ist, die als intrinsische Ladungstragerdichte
bzw. Eigenleitungstrigerdichte bezeichnet wird. Die Beziehung (3.9) heifit Massenwirkungsgesetz
und kann wie folgt interpretiert werden: ny,pin ist proportional zur Rekombinationsrate von Elek-
tronen im LB mit Léchern im VB, n? ist proportional zur Generationsrate von Tréigerpaaren zufol-
ge des Aufreifiens von Valenzbindungen. Gleichgewicht herrscht dann, wenn Rekombinationsrate
und Generationsrate gleich groff sind. Einsetzen von Gl.(3.5) und (3.6) liefert die Temperatu-
rabhéngigkeit von n; (T),

Wer

n?(T) = Ny Nye * . (3.10)
Fiir undotierte Halbleiter gilt ferner, dass Elektronen im LB und Lécher im VB immer paarweise
entstehen, also ny, = pgn = n; (T'). Die Eigenleitungstrigerdichte n;(T') bezeichnet also gerade
diejenige Dichte, die sich in einem undotierten Halbleiter im thermischen Gleichgewicht einstellt.
Sie héngt nach Gl. (3.10) gem&8 einem Arrheniusgesetz von der Bandliickenenergie ab. Bei Raum-
temperatur (7" = 293 K) ergeben sich die folgenden Eigenleitunsgtrégerdichten:

Ge n;=24-10%cm™3
Si n; =15-101%cm=3
InP n;=12-103cm™3
GaAs n;=18-10cm—3

Die Eigenleitungstrigerdichte fiir die drei wichtigsten Halbleiter sind in Bild 3.3 als Funktion der
Temperatur dargestellt. Wie nachfolgend gezeigt wird, ist in Halbleitern mit hohem Bandabstand
der Fall der Eigenleitung nicht erreichbar, da die Anzahl der Ladungstrager liefernden Storstellen
auch bei hochster Reinheit grofl gegen n; ist.

3.1.4 Lage des Fermi-Niveaus beim intrinsischen Halbleiter

Aus ngn = pin = n; (T) erhélt man durch Einsetzen von ny, und pyy, aus (3.5) unter Beachtung
der Beziehung (3.6) fiir die Bandgewichte eine Beziehung fiir die Lage des Fermi-Niveaus in einem
eigenleitenden Halbleiter,

- 1 NV o 1 3 mp o
Wp. = 2(WV+WL)+I€T1H N, 2(Wv+WL)+4len (mn) =W;. (3.11)

Fir T — 0 liegt das Fermi-Niveau im Eigenhalbleiter in der Mitte des verbotenen Bandes. Fiir
hohe Temperaturen néhert sich das Ferm-Niveau dem Band mit der kleineren &quvalenten Zu-
standsdichte (dem Band der kleineren effektiven Masse), weil bei ny, = pyn das Band mit der
kleineren Zustandsdichte schneller gefiillt wird und sich dadurch die Lage des Zustands, der mit
der Wahrscheinlichkeit 1/2 mit einem Tréger besetzt ist, ndher an dieses Band riickt. Die Energie
W; bezeichnet die Lage des Fermi-Niveaus bei einem Eigenhalbleiter (,,é“ fiir intrinsisch). 3.1.4
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Abbildung 3.3: Temperaturabhéngigkeit der Eigenleitungstriagerdichten fiir Ge, Si und GaAs. In Halbleitern mit
hohem Bandabstand wie z.B. GaAs ist der Fall der Eigenleitung in der Praxis oft nicht erreichbar, da die Anzahl
der Stérstellen auch bei héchster Reinheit noch gréfier als n; ist. [5].

3.2 Dotierte Halbleiter

Die Leitfahigkeiten von Halbleitern lassen sich durch Dotieren, also durch die Zugabe von Frem-
datomen, gezielt einstellen; der Eigenhalbleiter geht dann in einen sog. Fremdhalbleiter (,,extrinsi-
scher“ Halbleiter) iiber. Dabei ist es sehr wichtig, die Konzentration der Fremdatome sehr genau zu
kontrollieren. Die moderne Halbleitertechnologie wurde insbesondere durch Prozesse zur Herstel-
lung reinster Halbleitermaterialien ermdoglicht. Dies ist von grofiter Wichtigkeit, da die Kontami-
nation mit unerwiinschten Fremdatomen zusétzlich bewegliche Ladungstriager freisetzen kann, die
die Figenschaften des Halbleiters unkontrollierbar machen. Um z. B. in Silizium bei Raumtempe-
ratur Eigenleitung zu erreichen, muss die Eigenleitungstriagerdichte n; = 1.5-10%m =3 gréBer sein
als die Dichte der Fremdatome unter der Voraussetzung, dass jedes Fremdatom nur ein Elektron
beitragt. Fir Silizium mit einer Gitterkonstanten von a =~ 0.5nm und einer Einheitszelle aus 8

Atomen folgt damit, dass auf (8/ (5- 10*8)3) /(1.5-10'%) = 4-10'* Si-Atome nur ein Fremdatom

3

kommen darf. Es werden heute Reinheitsgrade von 10'° — 10'? Fremdatomen pro cm? erreicht.

3.2.1 Donatoren und Akzeptoren

Bei Halbleitern werden die Valenzbindungen zu den néchsten vier Nachbaratomen im Mittel durch
vier Elektronen pro Atom in den duflersten Schalen gebildet. Dem entsprechen in den duflersten
Schalen folgende Elektronenkonfigurationen, siehe Bilden 1.4 und 1.5.

Elementhalbleiter Ge, Si (s?p?)
III-V-Halbleiter Ga (s?pl), As (s*p?)
II-VI-Halbleiter 7n (s?), Se (s?p?)
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Abbildung 3.4: (a) Antimon (Sb, V. Hauptgruppe) substituiert als Donator ein Silizium-Atom im Kristallgit-
ter. Da Antimon iiber ein zusétzliches Auflenelektron verfiigt, entsteht daraus ein freies Elektron, das mit einer
verhéltnisméBig geringen Energiezufuhr ins Leitungsband abgegeben werden kann. (b) Lage des Donatorniveaus in
der Bandliicke [10] .

Donator-Dotierungen

Bei Donatoren wird ein Kristall-Atom durch ein anderes substituiert, welches ein zuséatzliches
Elektron in der duflersten Schale enthélt (Substitutionsstorstelle). Dieses Elektron kann dann mit
geringer Energiezufuhr (je nach Atom im Bereich von 0,2 kT bis 2 kTp, kTp = 25 meV) an das LB
abgegeben werden. Damit wird n > p und man erhélt einen n-Halbleiter (Uberschusshalbleiter),
siehe Abb.3.4.

Akzeptor-Dotierungen

Wird dagegen ein Atom durch ein anderes substituiert, welches ein Elektron weniger in der
duBersten Schale enthélt, so nimmt dieses mit geringer Energiezufuhr ein Elektron aus einer Va-
lenzbindung auf, wodurch ein Loch im VB entsteht. Damit wird p > n und man erhélt einen
p-Halbleiter (Defekthalbleiter). Diese Storstelle heifit Akzeptor, siche Abb. 3.5.

Amphotere Dotierungen

In einem III-V-Halbleiter kann ein Element der IV-ten Gruppe (z.B. Si) sowohl als Donator (auf
einem Ga-Platz), als auch als Akzeptor (auf einem As-Platz) eingebaut werden. Man bezeichnet
solche Storstellen als amphoter (altgriech. “zwitterhaft”).

3.2.2 Lage der Energieniveaus bei verschiedenen Dotanden

Abb. 3.6 zeigt die Lage von wichtigen Donator- und Akzeptorniveaus in den drei wichtigsten Halb-
leitern Ge, Si und GaAs. Abhéngig von der Lage der Energieniveaus ergeben sich unterschiedliche
Funktionen der Dotierung, die nachstehend kurz erlautert werden.

Leitfahigkeitsdotierung

Dotanden, deren Abstand von von der Bandkante in der Grofienordnung von W, — Wp =~ kT,
W4 — Wy = kT liegt, nehmen Elektronen auf dem VB auf bzw. geben Elektronen an das LB ab.
Dies fiihrt zu einer Anderung der Leitfshigkeit (Leitfshigkeitsdotierung).
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Abbildung 3.5: (a) Bor (III. Hauptgruppe) substituiert als Akzeptor ein Silizium-Atom im Kristallgitter. Da Bor
iiber ein Auflenelektron weniger verfiigt als Silizium, entsteht daraus ein Loch im VB, indem mit verhéltnisméafig
geringer Energiezufuhr eine Elektron aus dem VB aufgenommen wird. (b) Lage des Akzeptorniveaus in der
Bandliicke [10]

Semi-isolierende Dotierung, Lebensdauerdotierung

Ist das Donator- bzw. Akzeptor-Niveau mehr in der Bandmitte und damit viele kT, von den Band-
kanten entfernt, so werde diese in der Regel nicht durch thermische Anregung ionisiert. Sie stellen
aber gleichwohl eine Stérung im Kristallgitter dar, die zu erhéhten Rekobinationsraten und damit
zu einer Verringerung der intrinsischen Tragerlebensdauer und damit der Leitfahigkeit fiihrt, siche
auch Abschnitt 4.4.3. Auf diese Weise kann z.B. durch Dotierung von n-halbleitendem GaAs mit Cr
semiisolierendes GaAs hergestellt werden, , siche Bild 3.6. Bei einer gezielten Dotierung mit solchen
Materialien spricht man von Lebensdauerdotierung. Ein weiteres Beispiel einer Lebesdauerdotie-
rung ist der unbeabsichtigte Eintrag von Gold (Au) in Silizium, das dort sehr effektiv als Rekom-
binationszentrum fungiert und zuétzliche Dotierungen wirkungslos macht. Geld-Verunreinigungen
in Silizium-Fertigungslinien kénnen sich daher sehr schadlich auswirken.

Entartete Halbleiter

Bei hohen Dotierungen entsteht durch die Wechselwirkung zwischen Dotierungsatomen eine Auf-
spaltung der Donator- bzw. Akzeptorterme, wie in Bild 3.7 dargestellt. Das Fermi-Niveau ver-
schiebt sich dann in das Leitungsband (n-Dotierung) bzw. in das Valenzband (p-Dotierung) und
der Halbleiter zeigt metalldhnliches Verhalten. Man spricht von einem entarteten Halbleiter. Die
Leitfahigkeit bleibt auch bei tiefen Temperaturen erhalten. Entartete Halbleiter finden Anwendung
in der Tunneldiode und als Kontaktzonen zwischen Metall- und Halbleiterschichten.

3.2.3 Besetzungswahrscheinlichkeiten von Storstellen

Zur Berechnung der in das System zusétzlich eingebrachten freien Ladungstrager infolge der Do-
tierung wird neben den Anzahldichten der Donatoren oder Akzeptoren auch noch die Wahrschein-
lichkeiten fiir deren Aktivierung benotigt, also die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass Donatoren
ein Elektron ins Leitungsband abgegeben bzw. Akzeptoren ein Elektron aus dem Valenzband
aufgenommen haben. Diese ergeben sich aus der Fermi-Dirac-Verteilung, Gl.(3.3), wobei noch
verschiedene Entartungsfaktoren fiir den elektronenreicheren bzw. elektronendrmeren Zustand in
Betracht gezogen werden miissen. Diese Entartungsfaktoren héngen davon ab, ob es sich um
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Abbildung 3.6: Lage der Energieniveaus verschiedener Dotanden in Ge, Si und GaAs. Die Zahlen geben gemessene
Tonisierungsenergien in eV an. Die Niveaus unter der Bandmitte sind von der oberen Bandkante des Valenzbandes
gemessen und stellen Akzeptorniveaus dar, wenn nicht durch D (Donator) gekennzeichnet; die Niveaus iiber der
Bandmitte sind von der unteren Bandkante des Leitungsbandes gemessen und stellen Donatorniveaus dar, wenn
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nicht durch A (Akzeptor) gekennzeichnet [5].
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Abbildung 3.7: (a) Aufspaltung von Stérstellenniveaus zu Stérbidndern und Uberlappung mit dem Valenz- und
Leitungsband in GaAs. (b) Zustandsdichte fiir einen entartetet n-Halbleiter [5].

einen Akzeptor oder Donator handelt. Im Falle des unbesetzten Donators D sind alle Elektronen
in vollstéandig besetzte Orbitale eingebunden und deren Spin nicht frei wéhlbar. Daher gibt es
nur einen moglichen Zustand. Im Gegensatz dazu liegt beim besetzten Donator ein ungepaartes
Elektron in einem einfach besetzten Orbital vor, dessen Spin frei wahlbar ist. Deshalb gibt es 2
Moglichkeiten, diesen Zustand zu realisieren. Im Falle des Akzeptors gilt gerade das Umgekehr-
te: In einem mit einem FElektron besetzten Akzeptor sind alle Elektronen in zweifach besetzte
Orbitale eingebunden — dieser Zustand ldsst sich auf genau eine Moglichkeit realisieren. Ist der
Akzeptor nicht mit einem Elektron besetzt, so kann das ungepaarte Elektron zwei Spinzustdnde
annehmen. Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten , dass ein Donator bzw. ein Akzeptor
mit einem Elektron besetzt ist, muss die zweifache Spin-Entartung des besetzten Donator- bzw.
des unbesetzten Akzeptorzustandes beriicksichtigt werden,

1

foWp) = W (3.12)
1
faWa) = ————wr (3.13)
14 2e

Die unterschiedlichen Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir Bandzustidnde, Elektronen und Locher
lassen sich durch einen zusétzlichen Spin-Entartungsfaktor ¢ in der folgenden Beziehung zusam-
menfassen,

1
IB.p.A(W) = Y wown (3.14)
1+ ée kT

Bandzusténde (B)
Donatoren (D) (3.15)
Akzeptoren (A)

wobei g =

= N =

Eine detailliertere Diskussion der Verteilungsfunktionen fiir Akzeptor und Donator ist beispiels-
weise in [14] gegeben.

3.2.4 Konzentration der Ladungstriger bei dotierten Halbleitern

Die Anzahl der aktivierten Donatoren bzw. Akzeptoren ergibt sich aus der Multiplikation der
Dotierungskonzentration mit der zugehorigen Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das entsprechende
Dotierungsatom ionisiert ist. Fiir Donatoren ist die Ionisierungswahrscheinlichkeit die Wahrschein-
lichkeit 1— fp(Wp) dafiir, dass der zugehérige Zustand unbesetzt ist, da das Elektron vom Donator
an das Leitungsband abgegeben wurde. Fiir Akzeptoren ist die Ionisierungswahrscheinlichkeit ge-
rade durch die Wahrscheinlichkeit f4(W4) dafiir gegeben, dass der zugehorige Zustand mit einem

46



Elektron besetzt ist. Die Dichten nj, bzw. n;; der ionisierten Donator- bzw. Akzeptor-Stérstellen
ergibt sich also gerade zu

n
nh = npll=fp(Wp)] = T
14+ 2exp QLkT> 5.16)
ny, = nafa(Wa) = T
1+2exp<AkTF>

Diese Gleichungen zeigen, dass die Storstellen aktiv bleiben, solange das Fermi-Niveau vom ent-
sprechenden Stoérstellen-Niveau mehrere kT entfernt liegt.

Fiir die Zahl der Ladungstrager im Leitungs- und Valenzband gelten auch im dotierten Halb-
leiter die Beziehungen (3.5) und (3.6) unter der Voraussetzung, dass die der Boltzmann-N&herung
angewandt werden kann,

n = N exp [— WLk}WF] , p = Ny exp [— ka}wv] . (3.17)

Eine Multiplikation der beiden Ausdriicke ergibt das Massenwirkungsgesetz, das auch im dotierten
Halbleiter giiltig bleibt,
Wg

np = n2(T) = N Ny exp <_k:T> . (3.18)

Lage des Fermi-Niveaus im dotierten Halbleiter

Man konnte jetzt denken, dass sich z.B. in einem n-Halbleiter die Zahl der Ladungstriger im
Leitungsband aus der Summe der im undotierten Halbleiter vorhandenen intrinsischen Elektro-
nendichte ny, und der Dichte der ionisierten Donatoren berechnen lasst,n = ny, + ni’;. nyp konnte
man dann z.B. aus Gl. (3.5) berechnen, wobei fiir das Fermi-Niveau mit Wr der Wert des undo-
tierten Halbleiters angenommen wird. Das ist leider nicht so — vielmehr &dndert sich die Lage des
Fermi-Niveaus mit der Dotierung, da z.B. in einem n-Halbleiter zusétzliche schwach gebundene
Elektronen eingebracht werden, die niederenergetische Zusténde auffiillen und damit das Fermi-
Niveau erhohen. Damit kennt man aber auch die Zahl der aktiven Dotanden nE nicht mehr. Es
wird also eine Bestimmungsgleichung fiir das Fermi-Niveau benotigt, um damit die Konzentration
der Ladungstriager im dotierten Halbleiter berechnen zu kénnen. Diese Gleichung ist die Ladungs-
neutralitétsgleichung. Im homogenen Halbleiter gilt Ladungsneutralitdt an jeder Stelle, d.h. die
Dichte p + n}, der positiv geladenen Teilchen (Lécher und ionisierte Donator-Atome) muss gleich
der Dichte n + n), der negativ geladenen Teilchen (Elektronen und ionisierte Akzeptor-Atome)
sein,

n+ny =p+ng. (3.19)

Aus dieser Beziehung lisst sich eine implizite Bestimmungsgleichung fiir das Fermi-Niveau Wg
gewinnen: Setzt man n, p aus (3.17) und n}, n;; aus (3.16) in die Neutralititsbedingung (3.19)
ein, so erhélt man die Beziehung

WL — WF na o WF — WV np
NLeXP(_ KT )+1+2exp<WAWF) NveXp< kT >+1+2eXP<WFWD
kT kT
(3.20)

Aus dieser Bezichung lasst sich mit numerischen Verfahren bei gegebenen Dotierungsdichten und
bei gegebene Energieniveaus der Bandkanten und Dotierungsatome das Fermi-Niveau berechnen.

Um ein besseres Verstédndnis fiir die physikalischen Zusammenhénge hinter Gl. (3.20) zu ent-
wickeln, wollen wir die Beziehung graphisch 16sen, indem die rechte und die linke Seite als Funk-
tion der Fermi-Energie auftragen und den Schnittpunkt der beiden Schaubilder bestimmen. Dazu
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nehmen wir zur Vereinfachung zunéchst einen n-Halbleiter (n4 = 0) an, so dass sich Gl. (3.20)
vereinfachen lésst zu

W —W Wr — W, 1
Ny exp (—”) = Ny exp (— r V) +np (3.21)

kT kT Wp—Wp\
142 _
+ 2exp ( T )

Die zugehoérige graphische Losung ist in Abb. 3.8 (a) skizziert. Dort sind zunéchst die Elektronen-
und Lécherdichten n (blau) bzw. p (rot gestrichelt) im logarithmischen Mafistab eingetragen.
Das fiihrt zu Geraden, deren Steigung invers proportional zur Temperatur ist. Ist np = 0, so
ergibt der Schnittpunkt dieser Geraden gerade das Ferrmi-Niveau Wg; im undotierten Zustand
geméf G1.(3.11); die zugehorige Trigerdichte ist gleich der Eigenleitungsdichte n;. Bei vorhandener
n-Dotierung np # 0 muss noch die Dichte nE der ionisierten Donatoren als Funktion der Fermi-
Energie aufgetragen werden. Durch Addition erhilt man die Kurve p + nj, (rot durchgezogen).
Der Schnittpunkt zwischen n und nzg + p ergibt dann das gesuchte Fermi-Niveau Wy (griin). Die
Fermi-Energie im n-Halbleiter ist stark in Richtung der Leitungsbandkante verschoben. Da zur
Berechnung der Trégerdichten n und p in Gl. (3.20) und (3.21) die Boltzmann-N&herung verwen-
det wurde, spiegeln die Schaubilder natiirlich nur in einem hinreichend grofien Abstand von mehr
als 3kT von den Bandkanten die korrekten Tragerdichten wider — daher sind die an den Band-
kanten liegenden Abschnitte der Schaubilder nur gestrichelt dargestellt. Wahrend Abb. 3.8 (a) die
Situation bei Raumtemperatur (7" = 300 K) beschreibt, spiegelt Abb. 3.8 (b) die Ladungsdichten
bei sehr geringen Temperaturen wider. Dies fiihrt dazu, dass die Steigungen der Geraden fiir die
Elektronen- und Loécherdichten stark zunehmen und sich dementsprechend der Schnittpunkt der
Schaubilder fiir T' — 0K in Richtung des Leitungsbandes verschiebt. Fiir steigende Temperatu-
ren verschiebt sich das Fermi-Niveau zunéchst in Richtung der Bandmitte — Abb. 3.9 zeigt die
Abhéngigkeit des Fermi-Niveaus als Funktion der Temperatur mit der Dotierung als Parameter.
Fiir sehr hohe Temperaturen liegt der Schnittpunkt der Schaubilder schliefSlich weit oberhalb der
Dotierungsdichte np. In diesem Fall iibertreffen die thermisch generierten Elektronen und Locher
die durch Dotierung eingebrachten Ladungstrager, der Halbleiter verhalt sich wie ein intrinsischer
Halbleiter, und das Fermi-Niveau n&hert sich mit weiter steigender Temperatur dem Band mit der
kleineren dquivalenten Zustandsdichte, siehe auch Abschnitt 3.1.4.

Wenn wir die Elektronendichte im soeben diskutierten n-dotierten Halbleiter als Funktion der
Temperatur auftragen, gelangen wir zum prinzipiellen Verlauf der Elektronendichte nach Abb. 3.10.
Bei niedrigen Temperaturen werden werden mit zunehmender Temperatur sukzessive Elektronen
aus den Storstellen ionisiert, und n steigt stark mit der Temperatur an. Dies entspricht dem
in Abb. 3.8 (b) skizzierten Fall. Die Elektronendichte liegt dabei unterhalb der Donatorendichte;
die Storstellen sind also nicht oder allenfalls unvollstdndig ionisiert, und die durch Aufbrechen
von Valenzbindungen erzeugten Trégerpaare sind noch vernachléssigbar. Dieser Bereich wird als
Storstellenreserve bezeichnet. Fiir noch tiefere Temperaturen nimmt der Anteil der ionisierten
Storstellen immer weiter ab — dies wird auch als ,,Ausfrieren®“ der Storstellen bezeichnet. Fiir
hohere Temperaturen wird ein Bereich erreicht, bei dem alle Donatoren ionisiert sind, nB =np,
aber die Zahl der thermisch generierten Tréagerpaare noch vernachléssigbar klein ist. Dieser Bereich
wird als Stoérstellenerschépfung bezeichnet; er entspricht dem in Abb. (3.8) (a) skizzierten Fall,
bei dem der Schnittpunkt zwischen n und njg + p auf dem durch np definierten Plateau liegt
und die Elektronendichte n =~ np praktisch nicht von der Temperatur abhéngt. Im Bereich der
Storstellenschopfung liegt das Fermi-Niveau hinreichend weit unterhalb des Donatorniveaus, Wp —
Wr > kT ; gleichzeitig ist aber die thermische Energie der Ladungstréger klein im Vergleich zur
Bandliicke ¥T' < W,,. In diesem Bereich verhélt sich der Halbleiter extrinsisch!. Es sei angemerkt,
dass im Bereich der Stérstellenerschépfung die Minoritétstrigerdichte wegen np = n? weiter stark
temperaturabhéngig ist. Bei sehr hohen Temperaturen (T' — o0) tiberwiegt schliefilich die Zahl
der thermisch generierten Tragerpaare die Zahl der von Stérstellen herrithrenden Trager, n > np,

IDer Begriff ,,intrinsisch (,,von Innen kommend“) beschreibt eine Eigenschaft, welche zum Gegenstand selbst
gehort. ,,Extrinsisch® (,,von aulen kommend“) beschreibt Eigenschaften, welche von dufieren Einfliissen (z.B. Do-
tierungen) herriihren.
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Abbildung 3.8: Ermittlung der Lage des Fermi-Niveaus eines n-Halbleiters durch graphische Losung von Gl. (3.21)
Die Elektronen- und Locherdichten n (blau) bzw. p (rot gestrichelt) ergeben im logarithmischen Mafistab Geraden,
deren Steigung invers proportional zur Temperatur ist. Im undotierten Halbleiter (np = n4 = 0) so ergibt der
Schnittpunkt dieser Geraden gerade das Ferrmi-Niveau Wp;; die zugehorige Tragerdichte ist gleich der Eigenlei-
tungsdichte n;. Im n-dotierten Halbleiter (np # 0, n4 = 0) muss noch die Dichte nE der ionisierten Donatoren als
Funktion der Fermi-Energie aufgetragen werden. Durch Addition kann man die Kurve p+ nJB (rot durchgezogen) er-

halten. Der Schnittpunkt zwischen n und ng +p ergibt dann das gesuchte Fermi-Niveau W (griin) im n-Halbleiter.
Die Fermienergie ist stark in Richtung der Leitungsbandkante verschoben. Zur Berechnung der Trigerdichten n und
p in GI (3.20) und (3.21) wurde die Boltzmann-Néherung verwendet; die Schaubilder spiegeln daher natiirlich nur
in einem hinreichend grofien Abstand von mehr als 3kT von den Bandkanten die korrekte Trégerdichten wider. (a)
Situation bei Raumtemperatur (7" = 300K): Der Schnittpunkt zwischen n und nE + p liegt auf dem durch np
definierten Plateau, und die Elektronendichte n ~ np héngt praktisch nicht von der Temperatur ab. In diesem Fall
liegt Storstellenschopfung vor, d.h. alle Donatoren sind ionisiert und das Fermi-Niveau liegt einige kT unterhalb
des Donatorniveaus. Gleichzeitig ist die thermische Energie der Ladungstridger klein im Vergleich zur Bandliicke
kT <« Wy. (b) Ladungsdichten bei sehr geringen Temperaturen: Die Steigungen der Geraden fiir die Elektronen-
und Locherdichten nehmen stark zu, und der Schnittpunkt der Schaubilder bzw. die Fermi-Energie verschieben sich
fir T — OK in Richtung des Leitungsbandes. In diesem Fall ist wegen Wr > W nur ein sehr kleiner Anteil der
Donatoren ionisiert; es liegt Storstellenreserve vor. Die Abhéngigkeit der Fermi-Energie von der Temperatur ist in
Abb. (3.9) skizziert. [5]

und es gilt ndherungsweise n = p = n,;. In diesem Bereich verhélt sich der Halbleiter wieder wie
ein intrinsischer Halbleiter ohne Dotierung.

Die vorstehenden Ausfithrungen zum n-Halbleiter lassen sich sinngeméf auf p-Halbleiter {ibertragen.
Solange die Energieniveaus hinreichend nahe an den Bandkanten liegen und die Dotierungsdich-
ten klein im Vergleich zu den &quivalente Zustandsdichten sind, liegt das Fermi-Niveau inner-
halb der Bandliicke und alle Donatoren sind ionisiert. Sind sowohl Akzeptoren als auch Dona-
toren vorhanden, so ist die Differenz np — n4 dafiir verantwortlich, ob der Halbleiter im Fall
der Storstellenerschopfung p— oder n—leitend ist. In diesem Fall gibt nicht jeder Donator ein
Elektron im Leitungsband und jeder Akzeptor ein Loch im Valenzband ab, sondern es tritt der
Fall auf, dass Donatoren ihr Elektron direkt Akzeptoren abgeben. Im Falle einer iiberwiegenden n-
Dotierung (np > ma) stehen also nur noch np —n4 Donatoren zur Verfiigung, die ihr Elektron ans
Leitungsband abgeben konnen. Trotzdem ist bei Halbleitern, die sowohl n- als auch p-dotiert sind,
der gesamte Einbau von Dotierstoffen np + n4 verantwortlich fiir die Reduktion der Beweglich-
keit, da alle Storstellen unabhéngig von der Art der Dotierung Streuzentren fiir die Ladungstréager
bilden und damit zur Impulsrelaxation beitragen, siche auch Abschnitt (4.1.1).
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Abbildung 3.9: Fermi-Niveau in Si als Funktion der Temperatur mit der Dotierungskonzentration als Parame-
ter. Fiir steigende Temperaturen bewegt sich das Fermi-Niveau zundchst von den Bandkanten in Richtung der
Bandmitte, sieche auch Abb. (3.8). Die Bandliicke nimmt mit steigenden Temperatur ab, siche auch Abschnitt 1.3.1.
Fiir T — oo wird sich das Ferminiveau, wie im undotierten (intrinsischen) Halbleiter dem Band mit der kleineren
dquivalenten Zustandsdichte anndhern, siehe auch Abschnitt 3.1.4. [5]

Berechnung der Trigerdichten fiir den Fall der Stoérstellenerschopfung

Halbleiterbauelemente werden in der Praxis fast immer im Bereich der Storstellenerschopfung
(n}, = np, n; = na) betrieben, da dort die Temperaturabhingigkeit der Ladungstriigerdichten
am geringsten ist, siehe Abb.3.10. In diesem Fall konnen aus dem der Neutralititsbedingung,
Gl. (3.19), und dem Massenwirkungsgesetz, Gl. (3.9), die Konzentrationen n und p der Elektronen
und Loécher im thermischen Gleichgewicht berechnet werden,

2
(3.22)

2
_ np = naA 2 _ D —MA
pﬂ?)w :

In technisch relevanten Féllen ist der extrinsische Halbleiter oft sehr stark dotiert, [np — na| >
n;, so dass Gl.(3.22) vereinfacht werden kann. Fiir einen n-Halbleiter ergibt sich daraus eine
vereinfachte Beziehung,

Uz - np —na,
2
n; 3.23
o (323)
np —na
Der Index ,,n“ bei den Tragerdichten deutet dabei an, dass es ich um einen n-dotierten Halbleiter
handelt. Analog dazu lassen sich auch Naherungsformeln fiir einen hinreichend stark dotierten

p-Halbleiter angeben,

bp = Na—Np

2
n;

n, — (3.24)
ngA —np

Die Fermi-Niveaus fiir den n- und p-Halbleiter lassen sich durch Auflésen von GI.(3.5) bzw.
(3.6) bestimmen unter Ausnutzung der Tatsache, dass die Majoritétstragerdichten im Fall der
Storstellenerschopfung durch die jeweiligen Dotierungsdichten gegeben sind. Fiir eine hinreichend
stark dotierten n-Halbleiter mit np — na > n; erhilt man

Wp =W, — kT In (NL> , (3.25)
np —na
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Abbildung 3.10: Prinzipieller Verlauf der Majoritéatstriagerdichte als Funktion der Temperatur in
einem n-Halbleiter. Die vertikale Achse ist logarithmisch und die horizontale invers zur Tempe-
ratur, so dass die asympthotischen Bereiche, Eigenleitung (intrinsisch), Fremdleitung (extrinsisch)
und Stérstellenreserve (Ausfrieren der Ladungstréger) als Geraden sichtbar werden. Bei niedrigen
Temperaturen liegt Storstellenreserve vor — die Storstellen sind nicht oder allenfalls unvollsténdig
ionisiert, und die durch Aufbrechen von Valenzbindungen erzeugten Trigerpaare sind noch ver-
nachlissigbar. Dies entspricht dem in Abb. (3.8) (b) skizzierten Fall. Fiir noch tiefere Temperaturen
nimmt der Anteil der ionisierten Stérstellen immer weiter ab — dies wird auch als ,,Ausfrieren*
der Storstellen bezeichnet. Fiir h6here Temperaturen wird ein Bereich erreicht, bei dem alle Do-
natoren ionisiert sind, ng = np, aber die Zahl der thermisch generierten Trigerpaare noch ver-
nachlissigbar klein ist. Dieser Bereich wird als Storstellenerschépfung bezeichnet; er entspricht dem
in Abb. (3.8) (a) skizzierten Fall. Im Bereich der Stérstellenschopfung liegt das Fermi-Niveau hin-
reichend weit unterhalb des Donatorniveaus, Wp — Wr > kT ; gleichzeitig ist aber die thermische
Energie der Ladungstréger klein im Vergleich zur Bandliicke kT < Wy. In diesem Bereich verhilt
sich der Halbleiter extrinsisch. Bei sehr hohen Temperaturen (7 — o) iiberwiegt schliefllich die Zahl
der thermisch generierten Trigerpaare die Zahl der von Stérstellen herrithrenden Triger, n > np,
und es gilt ndherungsweise n = p = n;. In diesem Bereich verhilt sich der Halbleiter wieder wie ein
intrinsischer Halbleiter ohne Dotierung. [10]

und fiir einen hinreichend stark dotierten n-Halbleiter mit n4 — np > n; ergibt sich analog dazu
Ny )

— 3.26
e (3.26)

WF—WV—i-k:Tln(
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Abbildung 3.11: Elektronentransfer von Donatoren zu Akzeptoren und von Donatoren ins Leitungsband: Sind in
einem Halbleiter sowohl Akzeptoren als auch Donatoren vorhanden, so ist die Differenz np—n 4 dafiir verantwortlich,
ob der Halbleiter im Fall der Stérstellenerschépfung p— oder, wie im vorliegenden Fall (np > n4) n—leitend ist. In
diesem Fall erzeugt nicht jeder Donator ein Elektron im Leitungsband, donern ein Teil der Donatoren gibt Elektron
direkt an Akzeptoren ab. Im Falle einer iiberwiegenden n-Dotierung (np > n4) nur daher nur noch np — ny
Donatoren zur Verfiigung, die ihr Elektron an das Leitungsband abgeben kénnen.
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Kapitel 4

Ladungstrigertransport im
Halbleiter

In diesem Kapitel werden wir die verschiedenen Effekte betrachten, die zum Ladungstrigertransport
im Halbleiter beitragen. Die Summe aller Effekte wird uns letztlich zu den Kontinuitdtsgleichungen
fir Elektronen- und Locherstrome fiihren, die eine wichtige Grundlage fiir viele Halbleiterbauele-
mente darstellen.

4.1 Driftstrom

Unter dem Drift- oder Konvektionsstrom (engl. “drift current”) versteht man den Stromfluss
aufgrund der elektrischen Leitfdhigkeit des Materials bzw. der im Material vorhandenen freien
Ladungstriger, welche unter dem Einfluss eines dufleren elektrischen Feldes E eine Driftbewegung
durchfithren. Sowohl Elektronen als auch Locher tragen zum Driftstrom bei. Die Grofie der beiden
Anteile hidngt im Wesentlichen von der Ladungstragerkonzentration und den mittleren Driftge-
schwindigkeiten v,,, v, ab. Konkret kann man schreiben:

Jrp=Jnr+Jpr (4.1)
= —env, + epv, (4.2)
= [enp,, + epu,| E (4.3)
=oE , (4.4)

wobei o die Leitfihigkeit des Materials bezeichnet, und wobei es sich bei den Gréflen p,, und p,
um die sogenannten Beweglichkeiten (engl. “mobilities”) fiir Elektronen und Locher handelt, die
die Driftgeschwindigkeit und das elektrische Feld zueinander in Bezichung setzen,

Vo = —1E. (45)
vp = p,E. (4.6)

Die negative Ladung des Elektrons fiihrt dazu, dass die Driftgeschwindigkeit v,, dem angelegten
Feld E entgegengerichtet ist, was durch ein negatives Vorzeichen in Gl. (4.5) beriicksichtigt wird.
Damit ergibt sich fiir die Leitfdhigkeit aufgrund der freien Ladungstriager der Ausdruck

o = enjt, + epu,, - (4.7)

Die Leitfahigkeit hingt also sowohl von den Konzentrationen der Ladungstriager als auch von ma-
terialabhéngigen Beweglichkeiten p,, und p, ab. Abb. 4.1 zeigt die Leitféhigkeit von mit Arsen do-
tiertem Silizium bei verschiedenen Dotierungsdichten als Funktion der Temperatur. Da bei hohen
Dotierungen und/oder hohen Temperaturen viele Ladungstriger zum Stromtransport beitragen,
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Abbildung 4.1: Temperaturabhéngigkeit der Leitfdhigkeit fiir verschieden starke As Dotierungen von Si [5].

erwarten wir, dass die Leitfahigkeit mit der Dotierung und Temperatur ansteigt. Das ist in einem
gewissen Bereich auch der Fall. Bei hohen Temperaturen verringert allerdings die Streuung der
Ladungstriager an thermisch angeregten Phononen die Beweglichkeit und damit die Leitfahigkeit.
Die Leitfahigkeit eines Halbleiters ist auch nicht streng proportional zur Dotierungsstéirke, da die
Storstellen nicht nur freie Ladungstriager erzeugen, sondern auch als Streuzentren fiir die Ladungs-
trager wirken und damit die Beweglichkeit herabsetzen. Offensichtlich hangt die Beweglichkeit der
Ladungstrager in komplexer Weise von der Temperatur und der Konzentration der Ladungstrager
ab. Wir wollen diese im néchsten Abschnitt gesondert betrachten.

4.1.1 Beweglichkeit der Ladungstrager

Die Bewegung eines Elektrons unter einem extern angelegten elektrischen Feld wird durch Gl. (2.45)
in Verbindung mit Gl. (2.43) beschrieben. Gl. (2.45) geht allerdings von der Annahme aus, dass das
Elektron immer mehr Kristallimpuls aufnimmt, ohne durch Wechselwirkung mit dem Kristallgitter
Impuls zu verlieren, was zu einer unendlichen Impulszunahme eines Elektrons im Kristallgitter und
damit zu sog. Bloch-Oszillationen fithren wiirde, siche Abschnitt 2.2.4. Dies ist allenfalls in einem
idealen Kristall ohne Fehlstellen oder Gitterschwingungen mdoglich, der durch ein perfekt periodi-
sches Potential beschrieben werden kann. Ein in einem realen Kristallen bei endlicher Temperatur
T > 0 propagierendes Elektron tritt dagegen in Wechselwirkung mit Phononen (Gitterschwingun-
gen) und mit durch Dotierungen eingebrachte UnregelméBigkeiten im Kristallgitter. Dabei wird
Impuls an das Kristallgitter abgegeben. Dies ldsst sich durch eine zusétzlichen Term —hk/7 auf
der rechten Seite von Gl. (2.45) beriicksichtigen,

d (1K) hk
=—eE—- —. 4.8
at € TLB ( )

Die Variabler,g bezeichnet dabei die sog. Intraband-Impulsrelaxationszeit fiir Elektronen im Lei-
tungsband und entspricht diejenigen Zeitkonstanten, mit der ein beschleunigtes Leitungsband-
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Elektron seinen Impuls nach Abschalten des dufleren Feldes E wieder an das Kristallgitter abgibt.
Unter Einfluss eines zeitlich konstanten elektrischen Feldes ergibt sich aus Gl. (4.8) im stationéren
Zustand ein konstanter Kristallimpuls ik = —er,gE. Dieser ldsst sich unter Annahme einer para-
bolischen Anndherung der Dispersionsrelation eines Elektrons im Leitungsband, Gl. (4.8), in eine
Gruppengeschwindigkeit v,, des Elektrons umrechnen,

ETLB
mp

vy, = E, (4.9)
wobei m,, die effektive Masse des Elektrons nach Gl.(2.57). bezeichnet. Durch Vergleich mit
Gl. (4.5) erhélt man einen Ausdruck fiir die Beweglichkeit u,, des Elektrons,

ETLB
n = . 4.10
Hn = (4.10)

In dhnlicher Weise lasst sich die dazu analoge Beziehung fiir die Locherbeweglichkeit herleiten,

eTVB
_ ’ 4.11
Hp m, ( )

wobei Tvp die Impulsrelaxationszeit fiir ein Loch im Valenzband und m,, die effektive Masse des
Loches bezeichnet.

4.1.2 Einfluss von Dotierungen und Temperatur auf die Beweglichkeit

Sowohl die Dotierstoffkonzentration als auch die Temperatur beeinflussen die Beweglichkeiten fiir
Elektronen und Locher, siche Abb. 4.2. Hohe Dotierungen reduzieren die Beweglichkeit wegen einer
groferen Kollisionswahrscheinlichkeit mit einem Dotanden. Dies wird als “Impurity Scattering”
bezeichnet. Die Wechselwirkung mit Storstellen im Gitter ist umso stérker, je langsamer sich die
Elektronen im Gitter bewegen, d.h. der Wechselwirkungsquerschnitt des “Impurity Scattering”
nimmt mit der steigender Bewegungsgeschwindigkeit der Elektronen und damit mit steigender
Temperatur ab. Eine genauere Analyse zeigt, dass dies zu einer Zunahme der Beweglichkeit propor-
tional zu T°/2 bei tiefen Temperaturen fithrt. Bei sehr hohen Temperaturen wird die Beweglichkeit
der Ladungstriager durch Wechselwirkung mit Gitterschwingungen eingeschrinkt, was als “Phonon
Scattering” oder “Lattice Scattering” bezeichnet wird. Dieser Effekt nimmt mit der Temperatur
zu und fithrt zu einem Abfall der Beweglichkeit proportional zu T3/2 bei hohen Temperaturen.

4.1.3 Einfluss von hohen Feldern auf die Beweglichkeit

Fiir hohe Feldstédrken sind Gl. (4.5) und Gl.(4.6) ungiiltig. Grund dafiir ist, dass Elektronen bei
steigender Feldstdrke zunehmend sog. longitudinal-optische (LO) Phononen anregen. Bei diesen
schwingen benachbarte Atome longitudinal in Gegenphase mit einer Frequenz um 10 Hz, was
einer Phononenenergie von ca. 40 meV entspricht. Die fiithrt dazu, dass sich die Driftgeschwindig-
keit der freien Ladungstrager fiir steigende elektrische Felder einem Séttigungswert nahert. Je nach
Material und Trégersorte liegen die Sattigungsgeschwindigkeiten (engl. “Saturation Velocity”) im
Bereich von 10...100 nm/ps= 10°...107 cm/s.

Abb. 4.3 (a) zeigt die Driftgeschwindigkeit als Funktion der angelegten Feldstérke fiir die drei
wichtigsten Halbleiter Si, Ge, und GaAs. Im Falle von GaAs ergibt sich in einem bestimmten Be-
reich sogar eine negative differentielle Beweglichkeit, d.h. die Driftgeschwindigkeit der Elektronen
nimmt mit wachsender Feldstérke ab. Der Grund dafiir ist in Abb.4.3(b) illustriert: Elektro-
nen im Leitungsbandminimum von GaAs besitzen aufgrund der kleinen effektiven Masse (grofie
Kriimmung) eine sehr hohe Beweglichkeit. Bei grofien Feldstérken nehmen die Elektronen inner-
halb ihrer freien Weglidnge so viel Energie auf, dass sie bei einer Kollision mit einem Dotieratom
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Abbildung 4.2: Die Beweglichkeit hingt stark von der Kollisionswahrscheinlichkeit ab. Hohe Dotierungen redu-
zieren die Beweglichkeit wegen einer gréfieren Kollisionswahrscheinlichkeit mit einem Dotanden (“Impurity Scat-
tering”). Die Wechselwirkung mit Storstellen im Gitter ist bei tieferen Temepraturen stérker als bei hohen Tem-
peraturen, was zu einer Zunahme der Beweglichkeit proportional zu T3/2 bei tiefen Temperaturen fithrt. Bei sehr
hohen Temperaturen wird die Beweglichkeit der Ladungstriager durch Wechselwirkung mit Gitterschwingungen ein-
geschriinkt (“Phonon Scattering” bzw. “Lattice Scattering”). Dieser Effekt nimmt mit der Temperatur zu und fiihrt
zu einem Abfall der Beweglichkeit proportional zu T~3/2 bei hohen Temperaturen.
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Abbildung 4.3: (a) Driftgeschwindigkeit von Elektronen als Funktion des angelegten elektrischen Fel-
des fiir Ge, Si und GaAs. Fiir stark dotiertes Material ist die Anfangssteigung der Kurven kleiner. Die
Sattigungsdriftgeschwindigkeiten sind aber unabhingig von der Dotierung. Im Falle von GaAs nimmt in einem
bestimmten Bereich die Driftgeschwindigkeit der Elektronen mit wachsender Feldstérke ab. (b) Die Abnahme der
Driftgeschwindigkeit mit der elektrischen Feldstirke liegt daran, dass Elektronen im Leitungsbandminimum von
GaAs aufgrund der kleinen effektiven Masse (grofie Kriimmung) eine sehr hohe Beweglichkeit besitzen und bei
groflen Feldstéirken in das um etwa 0.3 eV héher gelegene Nebenminimum des Valenzbandes streuen kénnen (roter
Pfeil). Die effektive Masse im Nebenminimum ist aber um etwa einen Faktor 20 hoher und die Beweglichkeit entspre-
chend geringer als im Hauptminimum des Leitungsbandes, was bei gegebenem Kristallimpuls oder bei gegebener
kinetischer Energie zu einem Absinken der Driftgeschwindigkeit fithrt. [6].

oder mit einem Phonon in das um etwa 0.3eV hoher gelegene Nebenminimum des Valenzban-
des streuen konnen, siche roter Pfeil in Abb.4.3 (b). Die effektive Masse dort ist aber um etwa
einen Faktor 20 hoher und die Beweglichkeit entsprechend geringer als im Hauptminimum des
Leitungsbandes, was bei gegebenem Kristallimpuls oder bei gegebener kinetischer Energie zu ei-
nem Absinken der Driftgeschwindigkeit fithrt. Daher nimmt die mittlere Driftgeschwindigkeit des
Elektronenensembles in GaAs bei hoherer Feldstéarke ab. Wie sich spéter zeigen wird, beruhen auf
diesem Effekt wichtige Bauelemente zur Mikrowellenerzeugung. Dazu z#&hlt z.B. das sog. Gunn-
Element, siche Abschnitt 7.9.3.
Fi Si und Ge kénnen die experimentell gefundenen Abhéngigkeiten der Driftgeschwindigkeiten
vom elektrischen Feld durch einen empirischen Ausdruck angenéhert werden,
Uy = Ys , 412
YN e

wobei v die sog. Sattigungsdriftgeschwinigkeit ist und Ey ein konstantes Feld darstellt. Fiir hoch-
reines Silizium gelten folgende Werte: vs = 1-107cm/s, Ep = 7 - 103V /em fiir Elektronen bzw.
Eo =2-10*V/cm fiir Locher, und « = 2 fiir Elektronen bzw. v = 1 fiir Lécher.

4.1.4 Messung der Beweglichkeiten und Ladungstrigerkonzentrationen:
Hall-Effekt

Die bisherigen Uberlegungen haben nur ein duferes elektrisches Feld mitberticksichtigt. Was pas-
siert aber bei einem konstanten dufleren Magnetfeld (siche Bild 4.4)? Wie héngen die Spannungen
V', welche man in der x- und z-Richtung messen kann vom angelegten Strom ab? Wir wollen die
Antwort systematisch erarbeiten.
Ges: Der zusammenhang zwischen j;g oder fn mit den messbaren Spannungen V, und V.
Lsg:
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Anhang A

Symbole, Materialparameter und
Naturkonstanten

A.1 Farbcodierung von Widerstinden

gelb
weild

—— | braun
AT braun

—

1. Stelle 2. Stelle  [Multiplikator
silber 0,01
gold
schwarz
braun
rot
ocker
gelb
grin
blau
lila
grau
el
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A.2 DMaterialparameter



A.3 Naturkonstanten

Konstanten:
Elementarladung e = 1.602176487(40) x 10719 C
Boltzmann-Konstante k =1.3806504(24)x10723 JK~! = 8.617343(15)x10 %eVK™!
Lichtgeschwindigkeit c=299792458 ms~!
Plancksche Konstante h = 6.626 06957(29) x 10734 Js
Reduzierte Plancksche Konst.  h = h/(27) = 1.054 571 726(47) x 10734 Js
Masse des freien Elektrons mo = 9.10938215(45) x 1073t kg
Permeabilitétskonstante po = 4mx1077 As /(Vm) = 1.256 637 061...x1076 A's /(Vm)
Dielektrizititskonstante €0 = 8.854187817... x 10712 Fm~!
Avogadro-Konstante N4 = L = 6.0221415(10) x 10?3 mol~!
Elektronvolt leV =1.60217653(14) x 10719 J

(= kinetische Energie eines Elektrons, wenn dieses iiber einer Potentialdifferenz von 1V be-
schleunigt wurde)
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A.4 Verschiedenes

e Definition von Potentialdifferenzen Usp =9p4 — g

(D.h. mit dieser Notation geben wir die Spannung an, welche am Punkt A gegeniiber dem
Potential bei B anliegt. Herrscht beispielsweise bei A ein Potential von 10 V, und B ist
geerdet, dann ist Uy = 10V.)

e Achtung, diese Notation darf nicht mit der Vektornotation aus der Physik verwechselt
werden:
Definition von Vektoren Tlo = Ty — 71

(Damit ist dann der Vektor 75 gemeint, der von Punkt 1 nach Punkt 2 zeigt.)

XII



Properties of Ge, Si, and GaAs at 300 K

Properties Ge Si GaAs
Atoms/cm® 4.42 x 10% 5.0 x 10% 4.42 x 10%
Atomic weight 72.60 28.09 144.63
Breakdown field (V/cm) ~10° ~3x10° ~4 x10°
Crystal structure Diamond Diamond Zincblende
Density (g/cm’) 5.3267 2'328 5.32

=131
Dielectric constant Estat = Eopt = 16.0 | Eqar= Eopr = 11.9 s
Eopt=11.1
Effective density of states in i 19 i
conduction band, N (cm™) 1.04 x 10 28x10 4.7x10
Effective density of states in
L 6.0 x 10" 1.04 x 10" 7.0 x 10"
valence band, N, (cm™)
Effective Mass, m/m
Electrons m* =1.64 m,* =0.98 0.067
m,;* =0.082 m;*=0.19
Holes m,* = 0.044 my;*=0.16 m;,* =0.082
mpy* = 0.28 m,* =049 my,* =0.45
Electron affinity, 7(V) 4.0 4.05 4.07
Energy gap (eV) at 300 K 0.66 1.12 1.424
Intrinsic carrier concentration 13 10 6
(em?) 2.4 x10 1.45 %10 1.79 x 10
Intrinsic Debye length (um) 0.68 24 2250
Intrinsic resistivity (Q-cm) 47 2.3 x 10° 10°
Lattice constant (A) 5.64613 5.43095 5.6533
Linear coefficient of thermal
expansion, 5.8 % 10° 2.6 x10° 6.86 « 10°
ALILAT (°C™"
Melting point (°C) 937 1415 1238
Minority carrier lifetime (s) 103 25x103 ~10°%
3900 1500 8500
- - 2
Mobility (drift) (cm</V-s) 1900 450 400
Optical-phonon energy (eV) 0.037 0.063 0.035
. 76 (electron)
Phonon mean free path 7, (A) 105 55 (hole) 58
Specific heat (J/g-°C) 0.31 0.7 0.35
Thermal conductivity at 300 K
(W/em-“C) 0.6 1.5 0.46
Thermal diffusivity (cm?%s) 0.36 0.9 0.24
iion RS [Pa) 1at1330°C 1 at 1650 °C 100 at 1050 °C
perp 10°at760°C_| 10°at900°C_| 1at900°C
Quelle: S.M.Sze, "Physiscs of Semiconductro Devices"; 2nd Ed., Wiley 1981
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