UNIVERSITAT KARLSRUHE WS 2000/2001
MATHEMATISCHES INSTITUT 1 20.10.2000
Dr. O. Knab
P. E. Bradley

Losungsvorschlige zum 2. Ubungsblatt

Ho6here Mathematik I fiir die Fachrichtungen
Elektroingenieurwesen, Physik und Geodisie

Aufgabe 1
a) Die niichstgroBere Zweierpotenz nach 7 ist 8 = 23. Deshalb schreiben wir

1 1 1

7o Bm T

was uns die ersten Ziffern der Dualbruchentwicklung liefert:
0, 001.

Die niichstgroBere Zweierpotenz nach 7 - 23 ist 8 - 23 = 25, Daher

1 1 1 1
7 23 26 7.926
und wir entwickeln weiter:

0,001001.

Dies 148t uns vermuten, dass die Dualbruchentwicklung von 1 einfach 0,001 ist.

Wegen 7 = 23 — 1 verweisen wir nun auf den Aufgabenteil b).

b) Die nichstgroBere Zweierpotenz nach 2™ — 1 ist natiirlich 2™, und es ist

11 1
om —1 2m  2m(2m — 1)’

Wir bekommen also ein Anfangsstiick des Dualbruchs:

0,0...01
mit der Eins an der m—ten Stelle nach dem Komma. Wir wollen nun nachweisen,
dass

0,0.. 1 01

die Dualbruchentwicklung von 2m1_1 ist. Dies geschehe mit vollstdndiger Induktion

nach der Anzahl der auftretenden Einsen. Der Induktionsanfang: ,Die erste 1
tritt an der m—ten Stelle nach dem Komma auf.“ wurde eben erledigt. Fiir den
Induktionsschritt seien die ersten n Einsen wie gewiinscht platziert, d. h. es trete
fiir K < n die k-te 1 an der mk-ten Stelle nach dem Komma auf. Wir haben zu
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zeigen, dass dann die n + 1-te 1 an der m(n + 1)-ten Stelle nach dem Komma
auftritt. Die Induktionsvoraussetzung besagt

1 —
om _ 1

n
1 :
Z ok + Rest mit Rest < g
k=1
Diesen Rest bestimmen wir nun. Die Potenzsumme ergibt gem#fl der geometri-
schen Summenformel

z": 1 1 "2‘5 1 1 (E)"-1 g @a-2m)  omnq
pot 9mk om P omk ~ 9m QLm_ o 1 — 9m _an(Zm_l)

gm — 1 gmn(2m — 1)’

Damit haben wir den Rest: an(l < Qm% Die néchste Zweierpotenz, die grofler

2m 1)
ist als dessen Nenner, lautet 2™("+tY) . Damit entwickeln wir einen Schritt weiter:

1 1 1
omn (2m _ 1) - om(n+1) + om(n+1) (2m _ 1)’
also
1 n+1 1
om — 1 ZZﬁ+Rest mit Rest < omnT)’
k=1

und die (n + 1)—te 1 steht an der m(n + 1)—ten Stelle.

Aufgabe 2 Eine endliche Menge mit n € N Elementen hat genau eine Teilmenge mit
Null Elementen (ndmlich die leere Menge), genau n einelementige Teilmengen, genau
n(n — 1) = (}) zweielementige Teilmengen .. .

Fiir £ < n haben wir ja genau (2) Moglichkeiten, & Elemente aus unserer Menge aus-
zuwihlen. Deshalb hat die Menge eben soviele k—elementige Teilmengen. Insgesamt
macht dies

Z (Z) =(1+1)"=2" (Binomialformel!)
k=0

Teilmengen.

Aufgabe 3

a) Es ist eine quadratische Ergéinzung hilfreich: z? —z + 2 = (ac — %)2 + %. Wir
sehen, dass der Term fiir z # % positiv wird, der ganze Ausdruck fiir x = % also

minimal wird. Dieser minimale Wert g ist damit sowohl das Minimum als auch
das Infimum der Menge A.

Da es fiir jede natiirliche Zahl n ein = gibt mit (m — %)2 + E > n, ndmlich etwa

r=n++1:
+1 2+7>
n 4+ — - >n
2 4 ’

ist A nach oben unbeschrinkt, es existieren also weder Maximum noch Supremum.



b)

d)

Jedenfalls gilt fiir alle reellen x mit 1 < z < 4:
1

2<z+ —.

x

Diese Ungleichung wurde auf dem 1. Ubungsblatt bewiesen. Da fiir 2 # 1 stets
(x — 1) > 0, folgt sogar

1 1
r+-==-(z—-1)%+2>2.
T Zz

Also ist 2 ¢ B. Wir behaupten aber: 2 ist das Infimum von B. Dazu miissen wir
zeigen, dass es fiir jedes ¢ > 0 ein x mit 1 < x <4 und = + i < 2+ ¢ gibt. Da fiir
natiirliche n > 1 gilt: ¢ > I, geniigt es, die Existenz eines z mit 1 < z < 4 und
T+ i <2+ % nachzuweisen. Da wohl x nahe der 1 sein muss, setzen wir

1 n+1
r=14+—-= .
n n
Und in der Tat ist
n+1 n (m+1)2+n?> 2(n°>+n)+1 1 1
n n+1 n(n+1) n(n+1) n(n+ 1) n

Es ist also 2 das Infimum von B. Wegen 2 ¢ B hat B kein Minimum.
Nun behaupten wir, dass = + % — (4 + i) <0 fiir 1 <z <4 ist. In der Tat ist

x(ac—l—é—(él-l-%)):x2—<4+%>x+1:(x—1) (x—i) <0

fiir 1 < ¢ < 4. Da z positiv ist, folgt die Behauptung. Somit ist 4 + i =
das Maximum und damit auch als das Supremum von B nachgewiesen.
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2 als

Es ist fir n € N jedenfalls —1 < (=1)" + L < 3. Sei ¢ > 0. Fiir ungerades
natiirliches n > 1 ist

1 1
(-)"+—=-14+—-<-1+e.
n n
Also ist —1 das Infimum von C. Wegen —1 ¢ C hat C kein Minimum.

Damit (—1)"+% maximal werden soll, muss notwendigerweise n gerade sein. Dann
wird + aber maximal . Und fiir n = 2 ist tatséichlich 2 = (=1)>+ 5 € C. Es ist
daher das Supremum gleich dem Maximum von C' gleich %

Genau dann ist 22 < 2, wenn 22 — 2 = (z — v/2)(z 4+ /2) nicht positiv ist. Genau
dann ist aber —v/2 < z < v/2. Infimum und Minimum von D ist daher —\/5,
Supremum und Maximum ist v/2.

Esist 0 < lji% < 1. Fiir x = 0 wird 11% Null, also ist das Infimum von E gleich

dessen Minimum: 0. Sei € > 0. Fiir geeignetes n € N ist # < ¢. Dann ergibt sich
mit z = n:
1 n?-1 n?
1——== < ,
n? n? 1+ n?

da (n? —1)(1+n?) =n* —1 < n* Also ist das Supremum von FE gleich 1. E hat
kein Maximum.



Aufgabe 4

a)

b)

Es stehen 10 Redner zur Verfiigung. Davon sind 6 auszuwihlen. Hierzu gibt es (160)

Moglichkeiten. Da Listen geordnet sind und sich die 6 Redner auf 6! verschiedene
Weisen anordnen lassen, gibt es

10 10! 10!
| = l=-"=10-9-8-7-6-5=1512
(6)6 410! =7 =10-9-8-7-6-5=151200

mogliche Rednerlisten.

Fiir die Auswahl des ersten Redners gibt es 4 Moglichkeiten. Es verbleiben noch
9 Redner, von denen 5 auszuwéhlen sind. Diese 5 lassen sich wiederum auf 5!
verschiedene Moglichkeiten anordnen. Somit gibt es

9 9!
4 - 5 5!:4-524-9-8-7-6-5260480

mogliche Rednerlisten.

Zunéchst bestimmen wir die Anzahl der Listen, auf denen kein Biirgerrechtler vor-
kommt. Es sind also aus 8 Rednern 6 auszuwéhlen und anschliefend anzuordnen.
Dies ergibt
(8)6!:8—!:8-7-6-5-4-3:20160
6 2!
Moglichkeiten. Diese Zahl ist von der Zahl aller Rednerlisten abzuziehen. Dann
verbleiben noch 151200 — 20160 = 131040 Rednerlisten.

Aufgabe 5 Wir fiihren vollstindige Induktion nach n durch.
Fiir n = 1 stimmt die Formel.
Gilt sie fiir n > 1, so haben wir nachzuweisen, dass

-0 (R+1)(n+2)(2n+3)

ist. Es ist

n+1

k=1

n

Zk2 _ Zk2+(n+1)2 LV. n(n+1)(2n + 1)+(n+1)2 _ n(n+1)(2n + 1) + 6(n + 1)2'

6 6

k=1

Der Zihler des letzten Bruchs ist gleich

(n+1)(n2n+1)+6(n+1)) = (n+1)(2n° + Tn + 6),

wohingegen der Zihler des erwiinschten Bruchs gleich

(n+1)(n+2)2n+3) = (n+1)(n* + Tn + 6)

ist. Beide Briiche sind also gleich, und die Formel gilt fiir alle n € N.



Aufgabe T1

a) Geschickte Zuhilfenahme der Binomialformel: Es ist

446" =4+ ()" =4+ (Z) SEYES DY (Z) 5E=54 (Z) 5%,
k=1 k=1

k=0

Da die Binomialkoeffizienten natiirliche Zahlen sind, erkennen wir alle auftreten-
den Summanden als durch 5 teilbar.

vollstiindige Induktion: Fiir n = 1 ist der Ausdruck durch 5 teilbar: 4 + 6 =
10 = 2-5. Sei nun 4+6" durch 5 teilbar. Dann ist 44+6"T! = 44+6-6" = 4+6"+5-6"
ebenfalls durch 5 teilbar.

b) Geschickte Zuhilfenahme der Binomialformel: Untersuchen wir erst einmal
den zweiten Summand:

n—1
2n-1 _ r_ (r2\71 _ & n1_ g . n—=1\ .k -1k
5 = 5-(5%)" =5-(21+4) 5(Z<k>21 4 )

k=0
n—1 ’I’L—l
= 5-4"1+5-Z( L )-21’“-4””.
k=1

Hiervon ist der zweite Summand durch 21 teilbar. Ubrig bleibt nun insgesamt:
4 4540 — 1= (42 +5) -4t =21 -4,

Also ist der ganze Ausdruck 4" + 52*~! durch 21 teilbar.

vollstiindige Induktion: Der Induktionsanfang gelingt: 47! + 5%171 = 21, Ist
nun 4"t 4 5271 durch 21 teilbar, so ist es auch
4n+2 + 52n+1 — 4 . 4n+1 + 52 . 52n—1 — 4 . 4n+1 + (4 + 21) . 5277,—1

4 . (4n—|—1 + 5271,71) + 21 . 5271.71.
Aufgabe T2

a) |2z| > |5 — 2z| besagt, dass notwendig x # 0 sein muss. Fiir x € R\ {0} gilt aber

Y le0< o <2<:)2 >1
% 5779

5 —2x

2z > |5 —2z| & ‘ ‘<1<:)—1<

-5 _
2z 1

= T > .

b) Esist

2-12—-2z||<1&-1<2-]2-2z2||<1&-3<-]2—-z[<-1&1<|2-2/<3
S1<2—zx<3oder —3<2—zz< -1 -1<-—zx<loder —5H<—-2z<-3
& -1<z<1 oder 3<z<5.



c) Esist
lt—2| |z —-2/=2 & [2?-4|=2&2"-4€{-2, 2} & 2°€{2, 6}

e ze{xV2, £/6}).

d) Esist

=1 +]z+1>2 "&° (jz-1+|z+1)2=@—-12+22> 1|+ (z+1)*>4

& 2 -1]+2@*+1) >4 2 —1+22+1>2

Hier ist notwendig x? > 1, da sonst der Widerspruch —(z? — 1) + 2 +1=2 > 2
folgt. Damit ist unsere Ungleichung dquivalent zu

22 >28 P >1exr<—1 oder z>1.

Aufgabe T3

n n 2
a) Zu zeigen ist > k% = (Z k) :
k=1

k=1
Der Induktionsanfang n = 1 gelingt: 12 = 13. Der Induktionsschritt:

n+1 2 2

1
E K = E E® + :V(E k) +(n+1)° $+(n+1)3
geméiﬁ der Formel fiir die Summe der ersten n Zahlen. Das ganze ist aber gleich

n+1

n?(n+1)2+4(n+1)3 (n+1)?n*>+4(n+1)) (n"‘l) (n+2)° (Zk)2

22 4

b) Wir machen ein paar Versuche:
1, 1+43=4, 1434+5=9, 14+34+54+7=16, ...

Die Summe scheint stets eine Quadratzahl zu sein. Aber welche? Sehen wir
genauer hin und beachten, dass jede ungerade Zahl die Gestalt 2k + 1 mit £ =
0,1,2,... hat:

1=1%14+(2-141)=2% 1+ (2-1+ 1)+ (2-2+1) =3,

Wir behaupten nun
n

D (2k+1)=(n+1)>

k=0
Der Induktionsanfang ist schon gelaufen. Fiir den Induktionsschritt:
n+1 n

3 (@k+1) = Y (2k+1)+2(n+1)+1 = (n4+1)4+2(n+1)+1 = n+dntd = (n+2)%
k=0 k=0

Aufgabe T4 Der Fehler steckt schon beim allerersten Induktionsschritt: von 1 auf 2.
Aus 1 = 1 kann némlich nicht auf jener Weise, wie ich es vorschlug, auf 1 = 2 geschlossen
werden.



