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Aufgabe 1 Ist z € C Nullstelle eines Polynoms f(z) mit reellen Koeffizienten, dann
ist auch Z eine Nullstelle. Hat ein reelles Polynom keine reelle Nullstelle, so treten seine
Nullstellen immer in Paaren z,zZ € C auf. Deren Vielfachheiten sind gleich: ist etwa
die Vlelfachheit m von z kleiner als die Vielfachheit von Z, so hat das reelle Polynom
- z)m @ in Z eine Nullstelle, aber nicht in z. Widerspruch.

f)er Grad eines derartigen Polynoms ist aber stets eine gerade natiirliche Zahl.

Aufgabe 2

a) Die Polarkoordinaten von 1 —i: |1 —i| = V12 +1%2 = V2. arg(l —4) = -1
(Skizze!). Also 1 — i =+/2(cos (—%) +isin (—T)).
Dann sind die 5~ten Wurzeln von 1 — i die Zahlen z, mit |z;| = 210 und arg(z;) =
—& 4+ %1 k=1,...,5. D. h. z = 210 (cos (=% + ) +isin (— & + 21)) .

b) Esist 22 —224+3=(2—-124+2=0& (z-1)?=2&2=1+2i

c) Esist 22 +8=(2+2)(2-2:+4)=(2+2)((¢=-1)>+3) =0 2= —2oder
(=12 =-3& 2= —2o0der z =1+ /3.

d) Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn sowohl ihre Betriige als auch

ihre Argumente bis auf Vielfache von 27 iibereinstimmen. Fiir z = r(cos ¢+isin ¢)
hat hier zu gelten:

Betrige: P =r < 0= —-r=r(r?*-1)=r(r —1)(r+1) & r € {0,1}, da
Betréige nicht negativ sind.

Argumente: —¢ = 3¢ + 2km, k € Z. (Argumente sind nur bis auf Vielfache von
27 eindeutig bestimmt!)

km
So=—0 keZ<x ¢ e {0, j: ,m} (Wihle — 71 < ¢ < 7).
Dann ist die Losungsmenge gleich L = {0, :I:z, +1}.

e) Esist
AP -2+ l=-1D(E-1)=

(z—1)2(22+z+1):(z—1)2((z+%) +Z) -
! V3

2
3 1
& z =1 oder <z+§> :—Z@z:loderz:—iﬂ:?i.



Aufgabe 3
a) Bsistd—i(@+b)—3(@—b)=a

b) Steht der Vektor 7 auf allen Vektoren des R® senkrecht, so steht er auch auf sich
senkrecht. Dann gilt aber 0 =7 - = |F]* = [F| =0= 7 =0.

Aufgabe 4 Legen wir den Ursprung O auf eine der 3 Ecken und bezeichnen die an-
deren beiden mit A und B und nennen die zugehérigen Ortsvektoren @ und b. Zwei
Seitenmitten haben wir: M, mit OM, = %6 und M, mit OM, = %5 Die entsprechen-
den Seitenhalbierenden sind dann

sa:f:b+/\BMa:b+/\(§Ei—b> :564—(1—)\)1), 0< A<,
]_—) —
sb:a_c’:&'—f—/\A?Wb:EL'—i-u(Eb—@) :gb—i-(l—u)d', 0<pu<l.
Schnittbedingung:
A ©
2 hu—1)a (1—A——)b=*
<2 + p )a-l— 5 0
Da das Dreieck ein echtes ist, sind @, b linear unabhingig, also ist dquivalent
IA+/L:1 7%]14‘[ §M:l 2
2 4 2 —\=Z
Ha+t=1 © \ju=1 FHr=A=3

Der Schnittpunkt von zwei Seitenhalbierenden unterteilt diese jeweils im Verhéltnis 2 : 1,
damit miissen dann notwendigerweise alle Schnittpunkte von je zwei Seitenhalbierenden
zusammenfallen.

Aufgabe 5

a) Gesucht: ein Normalenvektor in R? auf g. Genauer: auf dem Richtungsvektor.

Hier:
n= < _11 ) steht senkrecht auf < } ) .

()

Abstand d zum Ursprung O: d = ( 3 ) <My = LQ Damit HNF:

1
—= 1 1 1 1
g \/5 —_ —_
1 X —— =0 bzw. —z— —y— — =0.
g ( 7 ) V2 V2 \/§y

Der Vektor muss normiert werden: 7y =

Sl-

S

b) Zerlege @ in eine Komponente lings ¢g und eine senkrecht auf ¢g: @ = [+ 7 mit

() (1) oma( 1)
(4)]-se

Der Abstand von g und A ist dann |7 — drip| = (3 — 3)




c)

7t und 7y zeigen in dieselbe Richtung, also muss die Gerade g zwischen O und A
liegen.

d) Zerlegen wir @ in Komponenten langs und senkrecht auf g, so haben wir: @ = [+’
: —34+3v2 —5+ 12
t i = —f+ 27 = 2 Iso @ = 2 . Dass fiir 77’ noch
mit 7 n+ 2ng ( 3+%\/§ ),asoa ( 1+%\/§ ass fur 7’ noc
zweimal 7y dazu addiert wird, liegt daran, dass wir bei Spiegelung an g den Fehler
bei der einfacheren Spiegelung an O (—ii) wieder wett machen miissen. (Skizze!)
Aufgabe T1

a)

b)

d)

n—1
Es ist fiir ( #1 und n > 1: kz—:o = gcjll =0, da ( eine n—te Einheitswurzel ist.

Die von 1 verschiedenen n—ten Einheitswurzeln haben die Gestalt (¥ = cos (2’”’) +

n
z'sin(Q”T’r) mitv=1,...,n—1. Nun gilt fir k=1,...,n— 1:

(=1 & cos <2V:ﬁ> = 1 und sin (2yk7r) =0

n

2vkm

ist ganzzahliges Vielfaches von 27 < n teilt vk.

Dann ist notwendig ggT(n,v) # 1, wobei ggT(n,m) den gréfiten gemeinsamen
Teiler der Zahlen n und m meint. Im Fall, dass d = ggT(n,v) # 1 ist, ist ¢* schon
eine k = Z—te Einheitswurzel, da dann n ein Teiler von vk ist. Die gesuchten
Einheitswurzeln sind also die ¢ mit ggT(n,v) =1 (v € {1,...,n—1}).

Es ist 169 = 132 Wir haben die Zahlen v zwischen 1 und 132 zu zihlen, die
teilerfremd zu 132 sind, d. h. die nicht Vielfache von 13 sind. Auszuschlieien
sind also die Zahlen 13,2 -13,...,13 - 13. Dies sind 13 Stiick. Es gibt daher
132 — 13 = 156 primitive 169-te Einheitswurzeln.

Jedenfalls ist (¢1 - Co)™ = (" )™ - ( (& )™ = 1. Wir behaupten, dass ¢ = (; - (»

A SN~

eine primitive m - n—te Einheitswurzel ist. Sei dazu k € {1,...,mn —1}. Dann ist

k= ¢k . ¢}, Um nun die beiden Faktoren zu berechnen, fiihren wir Division mit

Rest durch:
k=mqgp+rimit0<ri <m, k=ng+romit0<ry<n.
Dabei diirfen nicht beide Reste 71,75 verschwinden (m,n teilerfremd!). Dann ist
Ch= G GG = (G £,

da sonst (]* auch eine n-te Einheitswurzel wire, im Widerspruch zu ggT(n, m) =
1.

Zunichst folgt in der Situation von d), dass bei ggT(m,n) = 1 jede mn-te Ein-
heitswurzel das Produkt einer m—ten und einer n—ten Einheitswurzel ist: es sind
ja m - n Stiick. Damit folgt sofort, dass alle primitiven mn-ten Einheitswurzeln



gerade die Produkte von primitiven m-ten Einheitswurzeln mit primitiven n-ten
Einheitswurzeln sind.

Es ist 21 = 3 - 7. Da beide Faktoren prim sind, gibt es 2 primitive dritte und 6
primitive 7—te Einheitswurzeln. Zusammen: 2 -6 = 12 primitive 21-te Einheits-
wurzeln.

Es ist 63 = 3%2- 7. Wie in ¢) finden wir 32 — 3 = 6 primitive 9-te Einheitswurzeln.
Da wiederum 7 prim ist, gibt es 6 primitive 7-te Einheitswurzeln. Zusammen:
6 - 6 = 36 primitive 63—te Einheitswurzeln.

Aufgabe T2 Siehe jeweils auch die Skizze.

a)

b)

d)

A ist die Menge aller Punkte in C, die vom Punkt —1 — ¢ denselben Abstand
haben wie vom Punkt 2 + 7. Dies ist die Mittelsenkrechte der Verbinungsstrecke
der beiden Punkte.

Es ist

z=z+iy€ B & 1>Re(??) =Re((z+1iy)?) = Re(a® + 2izy — y*) = 2% — ¢/*
& <1+t e I+ <z <1+

Es handelt sich bei der Menge C um ein Segment.

Aus der Kreisscheibe mit Mittelpunkt 1 und Radius 1 wird ein offenes Loch um %

mit Radius § und ein abgeschlossenes Loch um 2 mit Radius 3 herausgeschnitten.

In der Skizze bedeutet dabei der diinn gezeichnete Kreis, dass dessen Rand nicht
zu D gehort.
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Aufgabe T3 Esist 2 =1+14=1/2(cosZ +isinZ).

a) 2'%=25(cos L +isin %) = 32(cos 5 +isin %) = 32i.
b) 1=g57h=4"

c) z2=(1-14)? und nach b): 4 = (lgi)Q'

Also 22+ 2 =3(1—i)2=2-2(cos (%) +isin (—%)) = —3i.

Aufgabe T4
1

a) Zwei Richtungsvektoren von E sind: b — @ = 1],
0

recht auf diesen beiden steht offensichtlich der normierte Vektor 77 =

Abstand von E zu O ist 71 - @ = 1. Damit lautet die HNF von E: 2z —

b) Zerlege p in eine Komponente in F und eine Komponente senkrecht auf

¢ — d+ 27. Damit hat P den Abstand 1 von E.

_6':

0
0
1

1
0
0
1=0.
E:

. Senk-



