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Aufgabe 1 Die Geraden sind sicher nicht parallel, denn ihre Richtungen sind linear
unabhéngig. Dass sie sich nicht schneiden, zeigen wir, indem wir nachweisen, dass
die Differenz d ihrer gegebenen Stiitzvektoren nicht in der Ebene E liegt, die von ihren
Richtungen aufgespannt wird. Dabei wird auch der Abstand von g und h herauskommen.

2 0 2
Esist d = -3 — -2 = -1
0 2 —2

Zu zeigen: orthogonale Projektion von d auf Normalenrichtung von FE ist nicht der
Nullvektor. Genauer: dessen Liange (= Abstand von g und h) ist zu bestimmen.
-1
Normaleneinheitsvektor auf E: 7 = \/% 3 (normiertes Kreuzprodukt der beiden
-1
Richtungsvektoren).
Lénge der Orthogonalprojektion von d auf 7i-Richtung: |d - 7| = \\/il—3|

Aufgabe 2
. : o 2-2(1+1)
_ 2n __ 2 — ( n —
a) Esista,= ;7%= s und konvergiert gegen 2. Weiter ist |a, —2| = | =
n%rl <e&sn> % — 1. Hier etwa ng = 107 wihlbar.
"
e U ) L St . 1 .
b) a, = e e S . R konvergiert gegen 3. Weiter:
n
PV o o e O GV S VAT ontén  _
n 31 3(3n2—Tn+5) 9n2—-21n+15 [9n2—21n| — 9n2-21n —
Al < &4 n> g2 + L. Nehmen wir hier ng = 10

c) Hier bestimmen wir sofort fiir gegebenes ¢ > 0 ein ny mit |a,| < ¢ fiir alle n > nyg:

\an\:ﬁ<e<:> Vitl+l>eavntl>Lt-l1en> (5 -1)°-1L

Die néchst groflere natiirliche Zahl kann dann als ny dienen, und wir sehen, dass
(a,) gegen Null konvergiert. Hier ist etwa ng = 10%0.

Aufgabe 3

a) Esist 0 <any1 < 3an < 350n-1 < --- < 554y — 0. Nach dem Sandwichtheorem

folgt dann lim a, = 0.
n—oo



n

b) Wir behaupten: a,i1 < 3a, fir alle n € N. Es ist fntl — (Tgﬁ)lm“n, = i =

Bernoulli

1 1
CEIME T

= 2. Nach a) folgt Konvergenz von (a,) gegen Null.

Aufgabe 4 Wir haben die Differenz von je zwei Folgegliedern abzuschétzen. Zunichst:
Up+1 — Gp = %(an + CLn—l) - ap = _%(an - an—l) = _% (%(an—l +an—2) - an—l) =

(_%)2 (@n—1 —apg) =+ = (_%)n (a1 —ag) = (_%)n

Dann aber ist

k-1 k=1 1\ N+ 1 nk_l 1\?% 1\n 1—(%)k
Gk = @ = 3 (anrins —ani) = 3 (=3)" = (3)" X (=3) = (2) =2y =
=0 i=0 =0 2
n k
P (1 (-9))
1\
Dann gilt fiir alle € > 0: |ay4p — an| = % . 2% 1— (—5) < 37 < £. somit ist die Folge
| S
<3

nach dem Cauchykriterium konvergent.

Letztere Ungleichung gilt genau dann, wenn n > —log, ¢ ist. Hier: ny = 40 wéhlbar
(log, 101 = 101og, 10 < 10 - 4 = 40).

Wir bestimmen nun den Grenzwert der Folge. Es ist a, = a, — ap = (1 — (—%)n)
nach dem eingangs Gesagten. Der Grenzwert ist also %

w N

Aufgabe T1

a) Etwa a, = Z 7 erfiillt |a, — any1| = < ¢ fiir n > ny. Aber die harmonische

n+1
Reihe ist bekannthch divergent!

b) Seie > 0. Dann ist € = 262 fiir geeignetes § > 0. Dann existiert ein ng, sodass fiir
n > ng stets |a,| < 262 = € ist. Die Folge konvergiert also gegen Null.

c) Etwa a, = (—1)" erfiillt |a, + a,+1| = 0 < . Die Folge ist jedoch divergent.

1 falls n gerade

0 falls n ungerade erfiillt sicher |an, - any1| = 0 < ¢, ist aber

d) Die Folge a, = {
divergent.
e) In diesem Fall ist (a,) konvergent mit Grenzwert Null. Wére (a,,) keine Nullfolge,

so gébe es zu vorgegebenem ¢ eine Teilfolge (an, )ken, fiir welche stets |an, | > /e
wire. Dann wire aber stets |a7, | > V& = ¢ im Widerspruch zur Voraussetzung!

Aufgabe T2
g:ig: =1 n gerade
a) Esist a, = Die Teilfolge mit geraden Indizes hat
_Q;_Jf;n n ungerade
2
Grenzwert 1. Die Teilfolge mit ungeraden Indizes lautet a, = f;n’f;n _ @)=

A
win

)

und konvergiert gegen —1. Somit haben wir die beiden Haufungspunkte de Folge
1 und —1.



b) Die Teilfolge (a17x)ren konvergiert gegen Null. Die Teilfolge mit nicht durch 17
teilbaren Indizes a, = (—1)" hat die beiden Hiufungspunkte +1. Die Haufungs-
punktmenge der gegebenen Folge ist also {0, £1}.

Es i = 1) 7 7 _ (=1)"n+n%—(n+n?) _ (—1)"n—n '
c) 5 150 a \/( )" +n vn+n V(=D)rntn24+v/ntn? V(=D)rntn? +vntn?

—2n

Fiir gerade n ist a, konstant Null. Fiir ungerade n ist a, = e Sy R
_9 . _ . . . . . _
—\/%Jf /I und konvergiert gegen —1. Hierbei haben wir eine weitere Rechen

regel verwendet: ist ¢, > 0 eine Folge mit lim ¢, = ¢ (> 0!), so konvergiert die
n—oo

1
Fol . D ist — = —c)—= < ¢ fii > nyg.
olge \/c, gegen \/c. Denn es ist /¢, — v/c = (¢ C)\/a-i-\/é ¢ fiir n > ny
R

Ubrigens erkennen wir so auch die Folge (v/€n —V/€)nen als Produkt einer Nullfolge
mit einer beschréinkten Folge. Dass ein solches Produkt gegen Null konvergiert,
wollen wir in der folgenden Aufgabe kurz nachweisen.

Aufgabe T3 Die angegebenen Rechenregeln fiir Grenzwerte stehen im Skript. Statt-

dessen beweisen wir die Aussage ,,Nullfolge - beschriankte Folge = Nullfolge®.

Seien (a,) mit lim a, = 0 und (b,) mit |b,| < K fiir alle n € N und ein festes K € R.
n—o0

Sei e > 0. Da (a,) eine Nullfolge ist, gibt es ein ng, sodass fiir alle n > ny stets |a,| < =
ist. Dann ist fiir alle n > nyg
€

KK:e,

|an - bn| = ag]| - |bs] <
also (a, - b,) eine Nullfolge.
Aufgabe T4 Um die Haufungspunkte einer rekursiv definierten Folge zu bestimmen,

wiinschen wir uns die Folge lieber als Funktion N —+ R, n — a,. Dazu schreiben wir
uns die ersten paar Folgeglieder auf:

a—Oa—la—EOL—éa—§a,—za—la—ga—E
0o— Y 1_25 2—45 3—45 4_85 5_85 6_16, 7_16’ 8_325"'
und erkennen, dass allgemein
2k_1 2k+1_1
Qo = W und  agq1 = W

fiir £ = 0,1,... gelten konnte. Mit vollstindiger Induktion bestitigen wir dies. Der
Induktionsanfang ist schon durchgefiihrt.

Induktionsschritt: sei fiir alle [ < n das Folgeglied a; wie oben beschrieben. Wir haben

. . k_ k+1_
Gn+1 zu bestimmen. Ist n+1 =2k + 1, 80 it api1 = 5 + a9k = 5 + 51 = 557, und

. ) b kg :
ist n+ 1= 2k, S0 ISt Gny1 = 3 - Goe—1 = 3 - 55+ = 2571, wie gewiinscht.
k—1

Nun zu den Haufungspunkten. Fiir gerade n = 2k konvergiert die Teilfolge a, = %,cﬁ =

- % . . . . k1 _ .
Tzk gegen % Die Teilfolge mit ungeraden Indizes aggi1 = 22,0% =1- 2,0% konvergiert

gegen 1. Somit haben wir fiir unsere Folge die beiden Haufungspunkte % und 1.



