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Aufgabe T1

a)

b)

c)

Hier ist natiirlich vorauszusetzen, dass aigo; # 0 ist, sonst ist die Behauptung
falsch: ist etwa p(z) das Nullpolynom (alle a; = 0), so nimmt die Nullfunktion
nicht den Wert 1001 an.

Sei nun ayg9; > 0. Dann gilt, da der Grad des Polynoms ungerade ist: lim p(z) =
T—>00

oo und lim p(z) = —oo. Deshalb gibt es a,b € R mit p(a) < 1001 und p(b) >

T——00
1001. Sei ohne Einschrinkung a < b. Dann existiert nach dem Zwischenwertsatz

fiir stetige Funktionen ein z € (a, b) mit p(z) = 1001.

Ist aber ajp9; < 0, so kénnen wir uns wie eben iiberlegen, dass die Polynomfunktion
—p den Wert —1001 annimmt. Dann nimmt p den Wert 1001 an.

Ist f = 0 die Nullfunktion, so ist nichts zu zeigen.
Sei daher ¢ € R mit f(¢§) # 0. Dann ist [f(§)] > 0. Wegen lim f(z) =
T—00
lim f(z) =0 gibt es ein K > [¢| mit |f(z)| < |f(§)] fiir alle z mit |z| > K.
T——00

Auf dem Intervall [— K, K] jedoch nimmt die stetige Funktion |f| ihr Maximum
an: etwa an der Stelle zy € [-K, K|. Da aber auch ¢ € [— K, K] ist, gilt somit fiir
alle z € R, dass |f(x)| < |f(xo)] ist.

Die stetige Funktion f hat in [a, b] ein Minimum, das etwa in £ € [a, b] angenommen

werde. Dann ist fiir alle z € [a,b]: 0 < ﬁ < ﬁ, also die Funktion + beschrankt.

Aufgabe T2

a)

b)

2

Fiir z € [0,1] ist n?iis = nzi — < 25, nach dem Majorantenkriterium also f

gleichmifig (und damit auch punktweise) auf [0, 1] konvergent.

2 =1+ 212 z#0

Die Reihe ergibt: f(z) = (1)*1+m2 0 (da ﬁ < 1). Damit
T =

ist f unstetig. Da die Partialsummen aber stetige Funktionen sind, kann die
Konvergenz auf R nicht gleichméfig sein.

Dal+z+a?=(z+ %)2+% > 3 ist, gilt e~(Ha+e?) < o1 < 1. Somit konvergiert
die gegebene Funktionenreihe gleichméfiig (und damit auch punktweise) auf ganz
R.



m21 — 22. 1+z; z#0
d) Esist f(z) = "Tie S , somit liegt punktweise Konvergenz
z=0

vor. Zur Gleichméfligkeit der Konvergenz bemerken wir zunéchst, dass f eine

X, (—1)kg2 N kg2
kzzo §1+1)$2)k - ICZ::O gli)ﬁ)k

(—1)N+11‘2
(1+$2)N+1 -

Leibnizreihe ist. Dies hat zur Folge, dass

ﬁ gilt. Dann ist auch

{ .I2 } Ber?ulli { 3;2 } { 1 } 1
su P e— su < 5 (=°Su —_— = .
w@% (14 22)N+1 - weﬁ 1+ (N +1)z? weﬂg L +N+1 N+1

Der letzte Ausdruck konvergiert fiir N — oo gegen Null. Damit gilt fiir die N-ten

Partialsummen fy: sup|fn(z) — f(x)| konvergiert gegen Null, die Konvergenz ist
T€R
also gleichmifig.

Aufgabe T3 Sei z € [0,1] fest. Zu € > 0 existiert sicher ein ny mit |f,(z)] =0 < ¢
fiir alle n > ng. Also konvergiert die Folge (f,) punktweise gegen die Nullfunktion.

Da fiir z, = + die Folge |f,(+)] = 2n —n = n unbeschrénkt ist, kann die Fol-

ge sup |fn(x)| keine Nullfolge sein. Dann ist die Konvergenz auf [0,1] auch nicht
z€[0,1]

gleichméBig.

Skizzieren wir etwa f1, fo, f3, so erkennen wir, dass die unbeschrinkt héher werden
Spitzen dafiir sorgen, dass die Konvergenz nicht gleichmifig ist.

Bemerkung: Diese Aufgabe ist ein eindrucksvolles Beispiel dafiir, dass bei einer (punkt-
weise) konvergenten Folge stetiger Funktionen f,, aus der Stetigkeit der Grenzfunktion
im Allgemeinen nicht die GleichméBigkeit der Konvergenz folgt.

Aufgabe T4
a) ‘ﬁf = (2—\/\5(721\/5) = —2+1\/5 konvergiert fiir x — 4 gegen —i.

: oo 22=3a2+4 i (2-2)%(a+]) e (@-2)(atl)
b) Es ist }}_,H; 22-30+2 il_{% @—2)(z—1) }}_,H; -1 =0

c) Da 0 eine Nullstelle des Nenners, aber nich des Z#hlers ist, existiert lim 7”3”2_””2”’4
0 L°—2z +7x
nicht in R.

Zia~® _ (a®)

T _q—%T (aa:)

d) Seia > 1. Dann konvergiert & zf} fiir x — —oo gegen —1.

. . x —x 1 —2z
Sei nun @ < 1. Dann konvergiert 99— = 4z

fiir x — —o0 gegen 1.

Fiir ¢ = 1 existiert der Grenzwert nicht in R.

e) Der Grenzwert existiert offensichtlich nicht in R.

Aufgabe 1 Sei f: R — R ohne Einschriankung monoton wachsend. Ist x eine Un-
stetigkeitsstelle von f, so existieren Folgen (x;) und (z), die gegen = konvergieren,
derart dass (z;) monoton wéchst, (z;7) monoton fallt, stets z, < z, =} > z ist und
die Bildfolgen beide konvergieren mit f(z)~ = nh_)rgo flz,) < nll_{go f(z}f) = f(z)* (Dass

die Bildfolgen konvergieren, folgt aus der Monotonie von f: die Folge (f(z;)) wichst,

n

2



die Folge (f(x;})) fallt, und beide sind durch f(z) beschrinkt). Das nichtleere Inter-
vall [f(z)~, f(x)"] enthélt eine rationale Zahl ¢,. Da nun f monoton wichst, ist die
Zuordnung

{Unstetigkeitsstellen von f} — Q, z — g,

ebenfalls monoton wachsend, also injektiv. Somit kann f hochstens soviele Unstetig-
keitsstellen haben wie es rationale Zahlen gibt, also héchstens abzéhlbar viele.

Aufgabe 2

a)

b)

Ist f die Funktion z +— z, so ist nichts zu zeigen: jeder Punkt des Intervalls [a, b]
ist Fixpunkt.

Im andern Fall gibt es ein £ € [a,b] mit f(§) # £. Sagen wir f(£) > &. Gibt es
aber kein 7 € [a, b] mit f(n) < n, dann bleibt nichts anderes iibrig als f(b) = b (da
ja f(b) € [a,b] gilt), und f hat einen Fixpunkt b.

Schliefilich sei n € [a,b] mit f(n) <n. Dann hat die stetige Funktion
h:[a,b] > R, z+— f(z)—z,

in 7 einen negativen Wert und in £ einen positiven Wert. Der Zwischenwertsatz
besagt, dass h in [a, b] eine Nullstelle besitzt, etwa in z,. Das heifit aber, dass z,
ein Fixpunkt von f ist.

Ko6nnen wir zeigen, dass die stetige Zuordnung f: x — ;—jﬁ das Intervall [0, 2] in
sich selbst abbildet, so sagt uns Teil a), dass f in [0, 2] einen Fixpunkt besitzt. Da
fiir alle z € [0,2] gilt: 0 < 4+ 2 < z + 3, ist sogar stets f(z) € (0,1). Hiermit ist
alles gezeigt.

Esist f(z) = &2 = #5321 =1 — L=, f auf [0, 2] also monoton wachsend. Starten
wir die Iteration mit zy, fiir das 1 < zo = f(x1) gilt, so ist die Folge (z,)
monoton wachsend. Im Fall, dass 21 > f(x;) = x5 ist, fillt die Folge (z,,) monoton
(vollstandige Induktion!). Da die Folge (x,) beschrinkt ist, folgt in beiden Féllen

die Konvergenz.

Auch den Grenzwert kénnen wir im Prinzip bestimmen: wegen der Stetigkeit von
f gilt limz,, = lim f(z,) = f(limz,), also konvergiert die iterierte Folge gegen
einen Fixpunkt von f.

Aufgabe 3

a)

n—oo

Es gilt f,(0) = 0 fiir alle n € N, also f,,(0) —— 0. Fiir z > 0 gilt

Crztna’4nxr z/n+ 2P 4T g0 2042
- 14nz 1/n+z "o

fn(2) =z+1.

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert also punktweise gegen die Funktion f mit

f(x)={°’ o

r+1, >0

Auf [0, 00) ist die Konvergenz nicht gleichméfig, da die Funktion f in 0 unstetig
ist, alle f,, dort aber stetig sind.



b) Auf [a, 00) mit einem a > 0 liegt dagegen gleichmifiige Konvergenz vor. Dort gilt

T+ nz® + nx r+nz® +nr — (z+1)(1 + nx)
_ B L o | =
o) = 1@ =| T @) e
|z +n®+nz—z—-na?-1-nz| | -1 < !
B 1+ nx Cl4nz| T 14na’

Somit konvergiert sup |f,(z)— f(z)| gegen Null, die Konvergenz ist gleichma8ig.

z€[a,00)

Bemerkung: Auf dem Intervall ( ) ist die Konvergenz wiederum nicht gleichmafig,
| 1.

denn es ist sup {|f.(z) — f(2)
z€(0,00)

07
} =

c) Esgilt p,(0) =1 fiir alle n € N. Ist z € (0, 1], so folgt |1 — 2| < 1 und damit
p(z)=(1-2)" 220,
Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen die Funktion p mit
1, =0,
) =
p(z) {0, z € (0,1].

Auf [0,1] ist diese Funktion unstetig, im Gegensatz zu den Funktionen p,; also
kann die Konvergenz auf [0, 1] nicht gleichméBig sein.

d) Auf [3,1] liegt jedoch gleichméBige Konvergenz vor: Hier gilt [1 — z| < £, also
Pa(2) = p(@)| = [pa(2)] = |(1 = 2)" = [1 — 2" <277,
und wie bei a) bedeutet dies gleichméfige Konvergenz.

Bemerkung: Auf dem Intervall (0, 1] ist die Konvergenz jedoch nicht gleichmifig,
denn sup{ [fn(z) — f(z)[ : 2 € (0,1] } = 1.

Aufgabe 4
a) Setzt man x =1 ein, so ergibt sich der Wert 0. Fiir z € (—1,1) gilt

Zx”(l—x)=(1—x)Zx”=(1—x)a:2x”=x(1—x)- ! =z.

11—z
n=0

Die Funktionenreihe konvergiert also punktweise gegen die Funktion f mit
0, =1,
xTr) =
/(@) { z, z€(-1,1)
Da diese Funktion, im Gegensaz zu den Partialsummenfunktionen, in x = 1 nicht
stetig ist, liegt keine gleichmiflige Konvergenz vor.

Bemerkung: Auch auf (—1,1) liegt keine gleichméfBige Konvergenz vor, denn es
gilt

Zx"(l —z)—x

und offenbar ist sup{ [tV ! :z € (-1,1) } = 1.

(l—fc)xe"—x

‘ N-1
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b) Fiir alle z € R haben wir

1
22 4+ n?

1 1

x24n?2 — n?’

Da die Reihe iiber 1/n* konvergiert, folgt aus dem Majorantenkriterium: Die
vorliegende Funktionenreihe konvergiert gleichméflig und damit auch punktweise
auf ganz R.



