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Aufgabe 1 Fiir £ = 0 besagt die Identitéit, welche Funktion die geometrische Reihe

o0

darstellt: Y 2™ = L fiir || < 1. k = 1 besagt, dass die Ableitung der geometrischen
n=0
o0
Reihe die Ableitung jener Funktion darstellt: Y (n+1)z" = £ (ﬁ) = ﬁ Allge-

n=0

o0
mein ist die k—te Ableitung der Reihe gleich >  (n+k)---(n+1)-nz™ = (ﬁv—kk (ﬁ) wl

n=0

o0 o
k!m. Dies zeigt aber: W =Y Wgﬂm" =y (";'L'k)ac”
n=>0 ' n=0

Aufgabe 2 Wir verwenden die Potenzreihendarstellungen der vorkommenden Funk-

tionen.

o0 1.3 5
: : _ E: (=D* opy1 _ 1,3 5 ., sing _ T32°+0(z®)
a) ES ISt sSmmx = 0 (2k+1)|$ =T — yx +O($ ). Dann lSt T = f =

1-— % + O(z*). Dies konvergiert fiir z — 0 gegen 1.

—z S} T o~
b) Esistsinhz = £=— = 3/ (Qkil)!x2k+1 = z+32°+0(z°) und coshz = £ — =
E=0
3 3
00 . . 1+m—,+0(w5)—(1—”—,+0($5))
1 2k _ 1,2 4 : sinhz—sinx __ 3! 3!
kzo ot = 1+57 +O(z*). Dann ist cosnaa1) = w(1+ﬁ+0($4)_1) —
= 2!
3
5 H0@@®) _ 3+0(z® . :
3 10524) = 3%_:_0((2)), was fiir z — 0 gegen % konvergiert.
2

N

‘o 2043 _ 2 o 2 \*t L \*ts 1
c) Esist 51 = L+ 5577 Weiter ist (1+m) _(1+z+%) .(1+z+%) ,
was fiir x — oo gegen e konvergiert (betrachte zunichst halbzahlige x und dann
die Monotonie des Terms).



Aufgabe 3
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Aufgabe 4
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Aufgabe T1
[e.°]
a) Fir a < —1 divergiert die Binomialreihe (g)w” an der Stelle x = 1. Dann
=0
o n
divergiert auch ihre Ableitung Y n(%)z" ! in z = 1.
n=0
Fir @« > —1 konvergiert die Binomialreihe in £ = 1. Differenzieren wir nun
o0 [e.e]
(I4+2z)* = Y ($)z" mit nach z, so erhalten wir zwar a(1+z)*"! = Zon(g)ac"_l,
n= n=

und Einsetzen von = 1 wiirde uns die Identitét Z n(}) = a-2°7! liefern,

doch wir kénnen nicht einfach davon ausgehen, dass auch die abgeleitete Reihe



b)

konvergiert, wie uns folgendes Beispiel lehrt:

Zni " und f'(z) =

I
— " 1
n

NE

n=1

haben zwar beide Konvergenzradius 1, und in z = 1 konvergiert f, aber f’ ist in
z = 1 divergent!

Deshalb geben wir einen direkten Beweis zunéchst fiir o > 0:
e s (a—1)--(a— & _ e _
Z (z) _ Z ne (a )n!(a n+l) _ —a Z n (a—1)- (a )n—|—1) o Z (27}) —a Z (anl)

=0 n=0 n=1 n=0
1: . 204—1

Im Fall o = 0 gilt die Identitit trivialerweise.

Bleibt uns nur noch der Fall a € (—1,0). Wie im Fall @ > 0 kommen wir

auf die Reihe nz—:o (a;l): es ist |(°‘;1)‘ = (a_l);;'!(a_n) = (n_a);;(l_a) = =%~
€(-1,0
noa-l.. zea, 1; * (> : i Z’% e %-ﬁ = 1, die Reihenglieder sind also keine

Nullfolge Daher ist die angegebene Identitéit fur a € (—1,0) falsch!

o0
Hier differenzieren wir die geometrische Reihe ) z" = ﬁ nach z und erhalten
n=0
- 1 1 1
n—,v __ _ 1 v L 1, —
dng" T = EEEE also haben wir Z = ey 2.
= 2

Da nach b) die Reihe Z ng™ ! fiir |¢| < 1 konvergiert, ist (ng" 1) fiir derartige ¢
=0
eine Nullfolge. Dann gllt aber auch hm ng™ = 0 fiir |¢| < 1.

Aufgabe T2
1 1
a) Esist 2% (1 —cosi) = kclosi = G (1) o(zx)) = £+ O (). Dann ist
22 22

b)

lim z2 (1 — cos %) =

1
T—r00 2

Es ist a®” = "¢ = 1 4 z2Ina + O(z*), cosz = 1 — 222 + O(z*) und tanz? =

2 2 1n
sing? _ z2+0(z%) Dann ist a® 22 cosz _ Co8% (e“c “fcosx) _ (1+0($4))((lna+%)z2+0(x4))
cosz? — 1-O(z?) - tanx2 sin x2 - 224+0(z%)
(lna+3)2?+0(z*) _ Ina+i+0(z?) o —cos .
= $2+O(J}6) — 1+0(I4) ES fOlgt llm W = lna _|_ 5-

Es ist (tan z)t(2%) = gtan(2z)In(tanz) \Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunkti-
on geniigt es, den Limes des Exponenten zu berechnen. Doch der ist problematisch

Wegen lim tanz = 1 betrachten wir lim . =4 dieser ist gleich 1, da hm — =1

ist — substltuiere hier einfach x = Iny. Damit schreiben wir den Exponent als

|
tan(2z)(tanz — 1) - tn(‘mixi
anz —

und betrachten nur noch den ersten Faktor: tan(2z)(tanz— 1) = Sn(22) . sinz—cosz

cos(2z) cos T
2sinzcosz | sinzg—cosz __ _—2sing \f - _
R s cosr = Cosrtsnz Dies konvergiert fiir x — I 7 gegen 3 1.
Somit ist lim (tan z)%n(22) = =1,
=7



o0
Aufgabe T3 Die Potenzreihen seien alle ) a,z".

a)

b)

n=1

Hier ist M— = V/n"™ = n, also der Konvergenzradius R = fmup W = 00. Die
Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R.

Hier schitzen wir die Summe a,, durch n mal das grofite bzw. das kleinste Glied
ab: /T < {/la,y| < ¢/n. Nach dem Sandwichtheorem folgt hm sup Ylan| = 1,

der Konvergenzradius ist also gleich 1. Die Randpunkte des Konvergenzberelchs

o0 n

|z|] = 1 miissen separat untersucht werden: in der Reihe ) (Z %) (—1)™ sind
n=1 \k=1

die Glieder keine Nullfolge, die Reihe also divergent. Der Konvergenzbereich der

Potenzreihe ist demnach (—1,1).

n 1
Hier ist aq, = (1) cos ) g aon—1 = 0 fiir alle n € N. Ist n gerade,
so konvergiert */|ag,| = e (14605 0) fisr 5 oo gegen e, und ist n ungera-

de, so konvergiert %/|ag,| = e'” cos gegen 1 Somit ist limsup ¢/|a,| = e
der groBtmogliche Konvergenzbereich also [—e !, e !]. Die Randuntersuchung lie-

o0 2
fert in den beiden Randpunkten die Reihe > (1 + %)n e~ ", dessen Glieder keine

n=1
Nullfolge sind: es ist das 2n—te Reihenglied fiir gerades n gleich en(cos l71), und
1 _ 1.2 4 _
lim n(cosi—1) = lim <2~1 = lim M 11m2,x+0( %) = 0.

n—00 n—00 n z—0
Somit konvergieren diese Relhengheder gegen 1. Dles zeigt, dass der Konvergenz-

bereich der PR gleich (——, E) ist.

Aufgabe T4 Die durch die jeweilige Potenzreihe dargestellte Funktion heifle f.

a)

b)

Jedenfalls ist £(0) = 0. Die angegebene Reihe erkennen wir als Differenz zweier

Reihen: Z:: (n+1),.7: ni:: T(”:il 2y Z (1?:11 z" —ni:ojl ﬁm" Die erste Reihe
ist gleich Z mx = ¢e” — 1, und die zweite ist fiir  # 0 gleich %n§1 (nily il —
2 2 Lgn = 2. =21 Somit wird die Funktion

FIRSR 7 {2 g e i;g
dargestellt.

Hier ist Z I 3 r = > % = cosh ((z — 3)?), also
n=0

f:R— R, z~ cosh((z - 3)?).
Bsist 3 S0 (2412072 = (2 +1) 3 £ (2 +1)2H = (2 + 1) si 1
sist 35 (e + 07 = (@4 1) £ G0+ )7 = (o4 sine + 1),
n— n=

also
TR R zw— (z+1)sin(z +1).



