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Aufgabe 2

a) Fiir ¢ < 0 trifft die Aussage nicht zu, denn in diesem Falle gilt ' — oo fiir z — 0.
Fiir ¢ = 0 ist sie hingegen offenbar richtig.

Wir miissen im folgenden also nur noch den Fall £ > 0 betrachten: Logarithmieren
wir die Abschitzung e® > z!, so ergibt sich

|
z > In(z') = tlnz, also 1> 2T
x
Setzen wir g(z) := (Inz)/z, so lisst sich unsere Frage wie folgt umformulieren:

Fiir welche ¢t > 0 nimmt g nur Werte < ¢! an?
Fiir z € (0,1] gilt g(z) < 0. Aus ¢'(z) = (1 -z —Inz)/2? = (1 — Inz)/2? kénnen
wir folgendes schlieflen: Fiir z € (1,e) ist g(x) > 0, also g monoton steigend,
fir z € (e,00) ist g(z) < 0, also g monoton fallend. Die Funktion erreicht ihr
Maximum somit an der Stelle z = e mit g(e) = e~!. Also: Genau dann nimmt g
nur Werte < ¢t~ an, wenn e ' <t ! also e > t.

Die Antwort auf die Frage lautet: Die Aussage gilt genau dann, wenn 0 <t < e.

b) Logarithmieren der Abschétzung liefert

Inz Ina
alnz <zlna, also — < —.
x a
Nach obigen Uberlegungen gilt dies genau dann fiir alle z > 1, wenn (Ina)/a > e !,
da max;>1(Inz)/z = e~!. Wiederum nach den obigen Uberlegungen bedeutet dies
a=e.



Aufgabe 3

a) Esgilt f'(z) = 8(e?® +4) 2. 2e?* = 16e2%(e2* +4) 2 > 0 fiir alle z € R; also ist f
streng monoton wachsend und damit injektiv. Wegen

1—(f(2)? =1— (1-8(e>* +4)™)> =1 — (1 — 16(e>* +4)"" + 64(e** +4)?)
=16(e” +4)7" — 64(e* +4)7% = 16(e™ +4) 72 ((e*® +4) — 4) = 16e**(e** +4) >
gilt auch die behauptete Gleichung.
b) £ hat als Bildbereich (—1,1), denn (e*® +4) ! hat als Bildbereich (0, 1). Da stets
f'(z) # 0 gilt, liefert der Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion

NN 1 B 1 1
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¢) Wir losen f(z) =y nach z auf:
1-8(e”+4) "=y <= (1-y) =5 +4) < 8(1—y) ' —4=¢"
<~ z=1im(8(1—y)"' —4)
Daraus ergibt sich
1 8 4 4 1

(') = %'8(1 ) L4 (1-9)? 8(1-y)—4(1—y)? 442 1-¢2
d) s gilt £(0) = 1-3=-23,(0)=1-(=3) =2, '(=3) =0und (f 1)'(-3) =
16

T(x) = f'(zo)(z — m0) + f(z0), also T(z) = %w — %
ist die Gleichung der Tangente am Graph von f in zp = 0. Die Tangente am
Graph von f~!in yy = —% hat die Gleichung

Ty) = (') y—vo)+ fHw), also T(y)=By+12.

(Die Gleichungen sehen hier aus wie Parametrisierungen: setzen wir im ersten Fall

z = s und y = T(z), so haben wir eine Parametrisierung der beiden Koordinaten
16

3
= = — _— = R
x=s8, VY 258 5’ S € K,

c 1 - 0 1 N ; )

oder vektoriell ¥ = ( 3 ) + s( 16 ) Dies liegt daran, dass wir aus einer
5 25

Gleichung eben leicht eine Parametrisierung ablesen kénnen. Das Umgekehrte ist

jedoch schwieriger.)
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