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Aufgabe 1

a)

b)

Da das reelle Polynom f(z) = 3 — 22 — z — 1 ungeraden Grad hat, hat es min-

destens eine reelle Nullstelle. Um weitere Nullstellen zu finden, betrachten wir die
Ableitung: f'(z) =322 — 22— 1=3(z — 1) (z + 3). Nun ist f(1) = —3 < 0 und
f(%) = —3% - 3% + % —1= —3% — 3% — % < 0. Da alle beiden kritischen Werte
negativ sind, hat f keine weiteren reellen Nullstellen.

Es ist f(1) = —2 und f(2) = 1, also ist die reelle Nullstelle £ € (1,2). Mit
g(z) = V22 + z + 1 haben wir die Fixpunktgleichung g(z) = . Wegen ¢'(z) =

— 22+l > 0 fiir z € (1,2) ist g monoton wachsend. Wegen g(1) = /3 > 1
3(x24z+1)3

und ¢(2) = T <2 folgt, dass g eine Abbildung des Intervalls [1,2] in sich selbst
ist. SchlieBlich konvergiert wegen |¢'(z)| < % = ¢ (der Zahlerer von ¢’ ist < 5, der
Nenner > 3-33 =3 - 1+ 2)% >3-(1+2- %) > 3.2 =6) das Iterationsverfahren
20 =0, Tpt1 = g(zy), n = 0,1,2,... gegen £ (zo = 0 ist deshalb ein erlaubter
Startwert, weil schon z1 = g(z¢) =1 € [1, 2] ist).

Fehlerabschétzung: € — z,| < %M;l — o] = @H —0/=6- (%)n
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Aufgabe 2

a)

b)

Hétte f eine Stammfunktion F, so wire sie eine in [—1, 1] differenzierbare Funktion
mit F' = f. Auf dem Teilintervall [—1,1] gilt F' = 0, also F = a konstant. Auf
(0,1] gilt F' =1, also F = z + b mit b € R. Da differenzierbare Funktionen stetig
sind, folgt mit Einsetzen von x = 0, dass a = b ist. Fiir jedes a € R haben wir also
a, z € [-1,0]
z+a, z€(0,1]

Stammfunktionen! Aber F' ist in z = 0 nicht differenzierbar:

eine Funktion F': x — , und dies sind alle eventuell moglichen

]immzhmle’ hmmzlimgzo_
z—0t+ x z—0t+ T z—0~ z z—0— T
Widerspruch!

Da f stiickweise konstant ist, berechnen wir

1

/f(x)dz —[=1,0]- 04 [[0,1]] - 1 = 1.
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Aufgabe 3 Wir geben die Stammfunktionen bis auf eine additive Konstante an.

a) Hier substituieren wir t = v/2z — 1. Dann ist dt = $(2z — 1)_% dr = 3t Sdz.
— 3¢ — 3 —

e de = [Fdt = [Ldt =3

f(t2+t+1+t_—1) dt =3 (33 + 3t +t+lnft—1|) = V2o -1+ 3920 -1+

3\6/2$—1—|—3ln|\6/2$—1—1|.

b) f%d‘” 4 1
1/2 1/2

C) f?x—}—zﬁ dm:fw(ccl—}-Z) dw:f(%_%ﬂ) dz = %ln

e Az t= m,dt:md 4 2 .
d) T[S gy = o g (12 280 dr Nun it

Fiir die Stammfunktion folgt: [ \/_

=—1In[1—z*|

T

x+2

u=t,v'= 5y
[ 2 dt = Sty dt = 4 (i )+ [ iy dt = — g arctant.
(t2+1) t (t2+1) 2+ 2+ TRt

Dannist I =t¢+ — arctan e®.

€T
1+t2 —arctant = e* + 14e-ew

Aufgabe T1 Gesucht ist jeweils eine Stammfunktion. Diese wird bis auf eine eindeutig
bestimmte additive Konstante angegeben.

a) [(1+2)'dz=1(1+2)°
b) fﬁdﬁvz—m

/=1, v=arctan

d) [arctanzdz = [l-arctanzdz "
+In(1 + 2?)

z-arctan z— [ lJfT dr = z-arctan z—

2 o —qi /
. u=z,v =sinx u=2%,v =COS T .
e) [z%sinzdz = —z? cos z+ [ 2z cos z dw = = —z? cos z+2z sinz—

[2sinzdr = (—2® + 2) cosz + 2z sinz
f) [ Fgds=gln|4z? — 8|

@ t=e®, dt=€®d
g) f—ezem?’qu TETT A oy dt = f(1+t211) dm:f<1+%(t—%_t+%)) dt =
+3(Injt—1—Injt+1))=e®+in|¢

e”—|—1 ‘

r=et, dr=cldt . . . .
h) [cos(Inz)dx = s€'(cost + sint). Wie kommen wir darauf? Zweimal
u=cost,v' =€’ u=sint,v'=et

partielle Integration! [ cost - e’dt cost - et + [sint - et dt
cost-e' +sint-e — [cost-e dt < 2 [cost-e'dt = e'(cost + sint). Also lautet
eine gesuchte Stammfunktion Z(cos(Inz) — sin(Inz)).

t=vz+2, dt

) I=[dr Wi, [ +2—(VE-1)dt =2 (3 +2t—J)
mit J = [Vt2—1dt t:COShS’d:t sinh s ds [(sinhs)?ds (es ist cosh? —sinh? = 11)

= L (cosh s -sinhs — s), denn zweimalige partielle Integration liefert

/ sinh? s ds "~ =" sinh s-cosh s—/ cosh? s ds = sinh s-cosh s—/(l—l-sinh2 s) ds.



Also ist J = J(coshs-v/cosh? s —1—s) = 3(¢-v#2 — 1 — Arcosht). Damit ist I =
2 (%t3 — 2t — L(tVIZ =1 — Arsinht ) =2 /z+2P -4z T2V t2vati+
Arsinh/z + 2.

Bemerkung: Die Substitution ¢t = coshs ist hier tatséichlich erlaubt, da ¢t =

vo+2>1ist.

. 5, 207 . t=cosh z, dt=sinh x dz 5_ 42
i) f—COSh fosiﬂsil 27 ginh z dz = [ f4 Tdt = f(t— L l) dt =

1.9 1 71 2 7.1
s+ +5 = cosh’a 5 e

cosh T

Aufgabe T2 Gemeint war, dass f den Definitionsbereich [0,1] hat (uneigentliche
Integrale sind noch nicht Stoff dieses Ubungsblatts).

a)

oo, s d el 12 ol w=w

. x=?f' el @ wib poge N delafrnd

¢ :

lII"B.I:I-.I\-‘.!\. [T F‘E;tif-;{g:, = {

bl | -
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it - .
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b) In der Literatur wird wohl hiufiger vom oberen bzw. unteren Integral gespro-
chen. Gemeint sind jedenfalls die GréBlen s = sup{Ug(f)} (oberes Integral) und
E

S = i%f {Og(f)} (unteres Integral) aus der Vorlesung. Wir verwenden die Bezeich-

nungen X X
s= [ fx)dz, S=T7 f(z)dz
o]

Da fiir jede Einteilung des Einheitsintervalls in jedem auftretenden Teilintervall

eine irrationale Zahl liegt, ist das untere Integral [ gleich Null.



1 1
Zum oberen Integral: jedenfalls ist 0 < f f(z)dz <  f(z)dz. Sei n € N beliebig.
0 0

Ist fiir  rational f(z) > %, so hat z einen Nenner, der kleiner ist als n. Dies geht in
[0, 1] nur fiir endlich viele z, etwa fiir £ = 1, ..., Zp. Mit @,(z) = min { f(z }

ist f(z) = pn(x) + g(z), wobei

9(z) = {g(:vi) — L fallsx = g, fiir eind € {1,...,m}

sonst

ist. Dann gilt fiir das obere Integral

1

];f(:z: f dm+f()dx§(1—0)-%+0:%,
0

0

da das obere Integral fiir Funktionen, die nur in endlich vielen Stellen von Null
verschieden sind, gleich Null ist.

1 1
Also ist 0 = J f(z)dz < [ f(z)dz < % fiir jedes n, nach dem Sandwichtheorem
0 0

also j}f(:v) dz = 0.
0

Aufgabe T3
n—1 n n—1 1 1 n—1 . 1
a) S,= kZ::O T = kZ::O o T(EY = kZ::O(:BkH — z) f (@), wobei f(z) = 77 und
= % fir k =0,...,n—1 eine dquidistante Einteilung des Einheitsintervalls [0, 1]

1
. . _ 1 _ 1 _
liefert. Es folgt lim S, = of 177 dv = arctanz|y = 7.

(zx —zk—1)f(zK), wobei f(z) = 1+w und zp = E

NgE

1

n n 1
b) Sp = Z Z n’ & =
k=1 k=1 th k
dzx = ln(l—i—x)\(l):an.

_ . . o
k=1,...,n. Wie in a) folgt nl;n;oSn = [ 1=

O%H

n n e n . _
¢) S = %kz Vek = 32 %+ e7% = 3 (@ = z-1)f (zi), wobei f(z) = ¢~ und
1
.. . . _I a1
% k= .,n. Wie in a) folgt wieder nlggo S, = Ofe de = —e7*|, = 1—%.



