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Aufgabe 1

a)

b)

Wir substituieren z = zy. Da in der Gleichung =2 vorkommt, miissen wir z = 0 ausschlieBen

und konnen schreiben: y = z/z. Hieraus folgt 3 = 2’/ — z/z2. Damit ergibt sich
g

2+ +2 =0 & 20/x—z/a")+ (z/x)’ +2 7 =0

—1)2
o 2w —242241=0 © 2wd+(z—12=0 ¢ z/:_(ZQ)

SRR

Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Offenbar ist z(z) = 1 eine
Losung (d. h. y(z) = 1/z ist eine Losung der urspriinglichen Gleichung); die anderen Lsungen
erhalten wir aus

2 1 2
-~ __dx= = 1 — =1
/ (z_1)2dz /mdx, also g n|z| + c,

wobei ¢ € R beliebig. Die Gleichung fiir z hat also fiir z(z) # 1 die allgemeine Losung

2

2 R beliebi
+ Iz T (c € R beliebig),

z(z) =1

und zwar auf jedem Intervall, das 0 und e~ nicht enthilt. Wegen y = z/x liefert dies auf
den gleichen Intervallen die folgenden Losungen der urspriinglichen Gleichung:

1 2

y(z) = T + zIn|z| + cx

(c € R beliebig)
Hier dréingt sich z = £ — y geradezu auf, und es gilt ¢’ = (z — z)’ = 1 — 2’. Somit folgt

Y=(@-y?+1 & 1-2=22+1 & =-2%

Wieder handelt es sich um eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen, deren Losun-
gen wir aus

1 1
/——Zdz:/ldac, also -=z+c (ceR)
z z

gewinnen konnen; die Losungen sind gegeben durch z(z) = (z + ¢)~!, und zwar auf jedem
Intervall, das —c nicht enthilt. Hieraus ergibt sich

yz)=z—2(z) ==z (c € R beliebig)

_x+c

auf ebendiesen Intervallen.



Aufgabe 2

a)

b)

Als erstes 16sen wir die homogene Gleichung. Da das Polynom A\? — 2\ 4 5 die Nullstellen
A2 = 1+ 2i hat, lautet die (komplexe) Losung der homogenen Gleichung

y(z) = Cre1T2% 4 Coel=22 (0,0, € ©).
Fiir eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung machen wir jetzt den Ansatz yp(z) =
u(z)yn(z) mit yp(z) := 14292, Dann ergibt sich
Yo =uyntuyh,  Yp=u"yn+2u'yy +uyy,
und damit
Yo — 20y, + 5y = uyn + 2u'yp, + uyy — 2(u'yn + uyh) + Suyn
= u"yn +u'(2yh — 2yn) + w(yn — 2y + 5yn) = u"yn + 20/ (h — ) -

Nun ist y}, — yn = (1 + 2i)yn — yn = 2iyn. Damit y, eine Losung ist, muss u” + 4iv' = —4
gelten. Dies trifft etwa fiir u(z) = iz zu. Dann ist yp(z) = ize(+2)? und die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung lautet

y(z) = ize T2 0117207 4 0pe(l=2)e (C1,C2€C).

Die rechte Seite der urspriinglichen Gleichung ist der Realteil der rechten Seite der komplexen
Gleichung. Also miissen wir den Realteil nehmen, um die allgemeine (reelle) Losung der
urspriinglichen Gleichung zu bekommen:

y(z) = —ze® sin(2z) + ae” sin(2z) + be” cos(2x) (a,b € R)
Wir betrachten zunéichst fiir z # 0 die homogene Gleichung
3,1 2 ! 2 3
z°y + (2 —3z%)y =0, also y+|—=——-)y=0.
Diese besitzt die Losungen

rr2 3

y(z) = Cexp (—/ <t_3 — ;) dt) = Cexp(z™? +3Injz|) = C|ac|361/m2 (C eR).
Also: y(z) = Cizdel/ a? (mit C; € R beliebig) ist die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung, und zwar auf jedem Intervall, das 0 nicht enthélt.

Fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz y,(z) =
1/z?

C(z)yn(z), wobei y(z) := z3e!/*". Dann ist

Pyl + (2 — 32%)y, = 2°(C'yn + Cyp) + (2 — 32%)Cyn
= 23C"yn + (239} + (2 — 32%)yn) C = 23C'y, -

: ., 1 _ ’
(Beachte: yy, 16st die homogene Gleichung.) Damit y;, die inhomogene Gleichung 16st, muss
also 23C"y,, = 3 sein, d.h. es muss

C'(z) = 1/yn(z) = g e 1/

gelten. Dies ist fir C(z) = %e_l/ 2* der Fall, und hiermit ergibt sich die partikulire Losung

yp(z) = %:1:3. Insgesamt: Auf jedem Intervall, das 0 nicht enthilt, ist die allgemeine Losung

y(z) = 32° + Calell® (CeR).

Bemerkung: z — %x?’ ist sogar auf ganz R Losung der Differentialgleichung; andere Lésungen
gibt es auf Intervallen, die 0 enthalten, aber nicht.



Aufgabe 3

a) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass man die allgemeine Losung dieser linearen Differentialglei-
chung sofort in der Hand hat, wenn man die Nullstellen des zugehérigen Polynoms A2 — 2\ +3
kennt; dies sind A; 2 =1+ V/214. Folglich hat die vorliegende Gleichung die allgemeine Lésung

y(z) = C1e®sin(V2 ) + Coe” cos(V2 z) (C1,Cy € R).
Dann ist y(0) = C2 und wegen
y'(x) = C1e®sin(vV2z) + C1e*V2 cos(V2 z) + Cae” cos(V2 x) — Coe®V2sin(V2 1)
gilt 3/ (0) = V/2C 4 Cs. Die Bedingungen y(0) = 0 und 3'(0) = 2 implizieren daher Cy = 1
und C; = %\/5 Die Lésung lautet mithin

y(z) = +V2e"sin(V2z) + ¢” cos(V2z) .

b) Das Polynom A2 — 5) + 4 hat die Nullstellen 1 und 4. Die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung lautet folglich
y(z) = Cre® + Che®®.

Fiir eine Lésung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz y,(z) = Ce?®. Dann ist
yl, = 2Ce** und y = 4Ce**, also

— 5yl + dyp = 4Ce* — 100 + 4Ce® = —2Ce™.

2x 1 2z

Damit dies = e** wird, muss C = —3 gewahlt werden. Es folgt y,(z) = —5e**, und die
allgemeine Losung der inhomogenen Glelchung ist somit

y(@) = —5€* + Cre” + Coe™® .

Aus y(0) = 1 folgt —3 + C1 + Cy = 1 und aus y'(0) = —1 folgt —1 + Cy +4Cs = —1. Ziehen
wir die zweite Gleichung von der ersten ab, folgt —3Cy = %, also Cy = —% und damit C; = 2.
Die Losung lautet daher

y(x): 1 2w+2e §e4z
o0 o0

Aufgabe 4 Wir setzen an: y = Y, a,z”, v = Z na,z™ !, und setzen in die Differenti-
n=0

algleichung ein: 0 = (z — 222)y’ — 27y = = Z napz™ ! — 2z Z napz™t — 2z E anz™ =
n 0 n=0 n=>0

o0 o0 o0 o0 o0

Y napz™ — 2 Y nagz™tt — 2 Y apz™tt = Z napz™ — 2 > (n — Dap—12™ — 2 ) ap_12"™ =
nozol n=0 o n=0 n=1 n=1 n=1

> (nay — 2na,—1)z™ = > n(a, — 2a,-1)z". Koeffizientenvergleich sagt uns nun, dass ag frei
n=1 n=1

withlbar ist und n(a, — 2a,_1) = 0 fiir alle n € N ist. Aquivalent dazu ist
ag = C € R beliebig, a, = 2a,_1 fiir allen € N.

Mit Induktion folgt, dass dquivalent dazu gilt: a, = C - 2" fiir alle n = 0,1,2,... . Die allgemeine
o0

Losung hat demnach die Gestalt y = C - Y 2"z" = -<_ mit Konvergenzbereich ( 2. %)

n=0
Die Losung des Anfangswertproblems ist durch 1 = y(0) = C (0 in die Potenzreihe eingesetzt,

ergibt das konstante Glied) gegeben: y = ﬁ

Alternative: Trennung der Variablen: y = 0 ist eine Losung. Und fiir y # 0 gilt (z — 222)y’ = 2y

genau dann, wenn % = 3 2% Integrieren liefert Aquivalenz zu lny = —In(1 — 2z) + ¢, oder
dquivalent) y = Die Losung gilt auf dem Intervall (—1, 2
2z 272

Das Anfangsproblem 16st sich hier durch Einsetzen von £ =0 dlrekt in die Funktion.



Aufgabe T1

a)

b)

d)

Als erstes erkennen wir, dass y = 1 die DGI 16st. Sei also y # 1. Trennung der Variablen
dy = = [ dz oder, dquivalent, arcsiny = z + C mit C € R. Die allgemeine Losung

ist also y(z) = sin(z + C), C € R, sowie y = 1.

Hier muss x # 0 vorgeschrieben werden. Dann ist die Gleichung dquivalent zur homogenen

DGl sin¥ — Y cos ¥ + ¢/ cos £. Substituiere z = ¥ und erhalte die DGI sinz 4 2 cos z = 0.

Hier trennen wir die Variablen: 2/ ‘;’If Z = —1 und integrieren: In|sinz| = —ln|x| + C mit

C € R Genau dann ist |sin z| |, was dquivalent ist zu sinz = ie = ; mit K € R
geeignet. Wir sehen, dass K mit CJ alle reellen Zahlen durchlduft, was uns zur allgemeinen
Loésung y = z arcsin ;, K € R, auf allen Intervallen, die z = 0 nicht enthalten, fiihrt.

Gemeint war die DG1 3/(Inz) ! —y = 2. Hier ist £ # 1 vorauszusetzen. Da y = 0 eine
Losung und y = 1 keine Losung ist, setzen wir voraus, dass y keine der beiden konstanten

Funktionen ist. Trennen wir nun die Variablen: y—’) = Inz. Integrieren: [ (% — m) de =

(y+1
zlnz — z 4+ C mit C € R. Da die linke Seite gleich In |-

ist, bekommen wir dquivalent

y+1
1-— m = +e“z%e*. Mit K geignet haben wir die allgemeine Losung y = %, wobei

K die reellen Zahlen durchliuft, nebst y = 0. Die von Null verschiedenen Lésungen gelten
natiirlich nur in Intervallen, in denen der jeweilige Nenner von y nicht verschwindet.

Die DGI heifit ja ylny + (z — lny)g—g = 0. Schlieffen wir die Losung y = 1 aus, ist dazu

dquivalent ‘;—Z + s 7= i (y ist ohnehin ungleich Null). Dies ist, wenn wir z als Funktion in
y ansehen, eine (yinhomogene) lineare DGI erster Ordnung.
Lésung der homogenen DGI: Integrleren wir i g‘; = —yﬁly, so erhalten wir In |z| = —In|Iny|+

C oder, dquivalent, z(y) = wobei C bzw. K die reellen Zahlen durchliuft.

g

()

Lésung der inhomogenen DG@GI: Gelingt mit Variation der Konstante. Setze z(y) = Ifn—y Dann

ist 2’ = % y(lny) Einsetzen in die DGI liefert £~ = 5, was sich zu K(y) = (lny) + K,

k € R, integriert.

Die allgemeine Losung ist daher z(y) = lnTy + @y~ Um nun nach y aufzuldsen, betrachten
wir die fquivalente, in Iny quadratische Gleichung (Iny)? — 2zlny + x = 0 mit der Losung

y(z) = V'K L e R,
Aufgabe T2
a) Trennung der Variablen: ¢’ = ywl(f}i;) (hier ist ohnehin z,y # 0), was mit m = % — a7

b)

durch Integrieren auf M =In|z| — M + C, C € R, fithrt. Aquivalent: /1 +12 =

K—_liﬂ. Mit y(1) = 2 bekommen wir K = V10, was auf y = |/ 105” — 1 fiihrt. Die negative

Wurzel kommt hier nicht in Frage, da y(1) = 2 > 0 ist, und das Anfangswertproblem eindeutig
l6sbar ist.

Yy 2
Wir erkennen, dass die DGI in Wirklichkeit 3/ = 1 + (1 +)£ heifit, eine homogene DGI. Die
kanonische Substitution z(z) = ¥ fithrt uns auf das Anfanswertproblem

2

142’

zZ +z=1+ z(1) = 0.

Wir kénnen trennen: (1+2z)2' = 1 und integrieren: z + % = In|z|. Die Konstante verschwin-
det wegen der Anfangsbedingung z(1) = 0. Riicksubstitution liefert zy + y2—2 = z2In|z| oder
(aquivalent) y(z) = z (—1 ++4/1—2In |w|) in jedem Intervall, das = 0 nicht enthalt (z =0

muss von vorneherein ausgeschlossen werden).

4



¢) Dies ist eine lineare DGI erster Ordnung.

Homogener Teil: y' + ycosz = 0 integrieren wir: In|y| = —sinz + C oder (dquivalent)
y = Ke™5"% mit C bzw. K € R.

Eine Partikulirlosung: Finden wir mit Variation der Konstante. Hier y(z) = K(z)e™ S"%.
Eingesetzt: K'e™5"® = sing cosz. Dies liefert K(z) = [sinzes™®coszdr "~ [tel dt =
te! — [e'dt = sinze®™® — "% + k5, Kk € R
Die allgemeine Losung ergibt sich zu y(z) = ke *"% + sinz — 1, Kk € R Mit y(0) = 1
bekommen wir k = 2, also die Losung y(z) = 2e™ "% +sinz — 1.

d) Wir erkennen, dass eine Bernoulli-DGI vorliegt, substituieren z = y' =3

lineare DG1 2’ — 222 = z3.

= y% und erhalten die

Hom. DGI: Trenne und integriere: In|z| = 22 4+ C, C € R, oder (iquivalent) z(z) = Ke*’,
KeR
Part. Lsg.: z(z) = K(z)e®” eingesetzt: K'e®” = 3, also K(z) = [ 2? cwe™® dg = —%26_$ +

g2 2 o2
Jze " de=-% - +K, kER

Allgemeine Lsg.: z(x) = ket — #, Kk €R

Anfangsbedingung: z(0) = % liefert x = 1, also z = e* — # Dies bedeutet y(z) = ﬁ
2
(es ist die positive Wurzel zu nehmen wegen y(0) = v/2 > 0 und der eindeutigen Losbarkeit

des Anfangswertproblems).

Aufgabe T3 Es bezeichne z(t) die Auslenkung der Masse (beziiglich der Ruhelage) zum Zeit-
punkt ¢. Die Riickstellkraft der Feder ist gegeben durch —Dz(t) mit einer positiven Konstante D.
Bei ungeddmpfter Schwingung wiirde also nach dem Newtonschen Kraftgesetz

mi(t) = —Dx(t)

gelten. Da jedoch eine Dampfungskraft —rz(¢) (wobei r > 0) hinzukommt, miissen wir die Diffe-
rentialgleichung
mi(t) = —Dz(t) — ri(t)

betrachten. Setzen wir a := 7/2m und b := D/m, so haben wir die Gleichung
Z(t) + 2ai(t) + bx(t) =0

vor uns. Aus der Vorlesung sind die Losungen bekannt:
1. Fall: a? > b, also r > 2/mD (starke Didmpfung). Die allgemeine Losung lautet dann

o(t) = CrelmeTVel=b)t 4 gpel-a—Val=b)t (0 ¢, e R),

d.h. sie hat die Gestalt 2(t) = Cie %% + Cye %! mit positiven Konstanten §; und d,. Offenbar
gilt z(t) — 0 fiir t — oo, die Schwingung wird also immer schwéicher. Weiter haben wir: z(t) = 0
ist (wenn 0.B.d.A. C; # 0) gleichbedeutend mit eld2-01)t — —C3/Cy. Dies kann wegen 41 # 0
fiir hochstens ein ¢ erfiillt sein. Bei dieser tragen ,,Schwingung“ wird die Ruhelage also héchstens
einmal durchquert.

2. Fall: a? = b, also r = 2v/mD (ebenfalls starke Ddmpfung). Dann ist die allgemeine Losung
gegeben durch

z(t) = Cre ™ + Cote ™ = (C1 + Cat)e *  (C1,C2 €R).

Auch hier zeigt sich das gleiche Verhalten wie im ersten Fall: z(t) 2% 0 und z(t) = 0 gilt fir

hochstens ein ¢ (ndmlich ¢ = —C1/C5).
3. Fall: @ < b, also r < 2v/mD (schwache Dimpfung). Dann ist

z(t) = Cre " cos(vV/b —a2t) + Coe “sin(v/b — a2 t) (C1,C2 €R).



Im nichttrivialen Fall (also A := (C? 4+ C2)'/2 # 0) schreiben wir dies noch um: Wegen (C;/4)? +
(Cy/A)? =1 gibt es dann ein ¢ € [0,27) mit (Co/A) +i(C1/A) = '¥. Das bedeutet Cy/A = cos ¢
und C1/A = sin g, also

_ Ci Cy .
— at 2 2
z(t) = Ae ( cos(Vb—a?t) + —=sin(vb—a t))

= Ae™ (sin(,ocos( b—a?t) + cos psin(vb — a? t)) = Ae " sin(p + Vb — a2t).

Hier haben wir nun eine wirkliche ,,Schwingung“; sie wird zwar auch immer schwécher, die schwin-
gende Masse durchquert dabei aber immer wieder die Ruhelage.

Die Konstanten konnen jeweils noch benutzt werden, um die vorgegebene Anfangsauslenkung und
Geschwindigkeit zu beriicksichtigen.



