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Aufgabe In der Aufgabe geht es stets um nicht triviale Lésungen des Problems.

a) Sei u(z,t) # 0 eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung, und sei u(z,t) = v(z)w(t).
Dann ist ngg = v(z)w(t) und % = v"(z)w(t). Da v,w # 0 vorausgesetzt wird, ist die Wellenglei-
chung dquivalent zu
B(t)  ,0"(@)
= Q ,
w(t) v(x)
und wir sehen, dass die linke Seite konstant in 2 und die rechte Seite konstant in ¢ ist, also beide

Seiten konstant sind. Setzen wir daher % = —A mit A € R, so geniigen v und w den beiden DGI

"+ =0 (D), w(t)+ e w =0 (II)

b) Seien umgekehrt v eine Losung der DGI (I) und w eine Losung von (IT). Dann gilt fiir u(z,t) =
v(z)w(t):
0%*u

&u _ 20U
o2

— o(2)i(t) L —v(@)a?w(t) D " (@)w(t) = a =

c) Die Randbedingungen iibersetzen sich bei unserem Ansatz zu v(0)w(t) = v(L)w(t) = 0, also zu
v(0) = v(L) =0, da w # 0 ist. Wir suchen nun Bedingungen an A fiir die Existenz nicht trivialer
Losungen von (I) unter dieser Randbedingung.

Wegen v(0) = 0 ist v nicht konstant. Dann ist aber v' # 0.

L
Zeige A > 0: (I) besagt: Av = —v". Da v # 0 stetig ist, folgt [v*dz > 0 (Warum?), also
0

L L L L L
A [v?de=— [vw'dz=—w'| + [(v)2dz = [(v')2dz > 0.
0 0 0o 0 0

Weitere Einschrinkungen an \: Zunichst sind alle Lésungen von v” + Av = 0 iiber das charakte-
ristische Polynom x(a) = o® + A = (@ — ivV/A) (@ + iV/A) gegeben:

v(z) = C) cos VAz + Cysin VAz

mit C1,Cy € R ist die allgemeine Losung. Die Randbedingung v(0) = 0 liefert sofort C; = 0.
Wegen v # 0 muss dann Cy # 0 sein. Die Randbedingung v(L) = 0 liefert Cysin VAL = 0. Wegen
Cy # 0 bedeutet dies VAL = nm mit n € N (n = 0 ist auszuschlieBen wegen A, L > 0). Somit ist

n21® —. \n, n € N, nicht trivial 1osbar.

2

das Randwertproblem der schwingenden Saite nur fiir A =



Lose (I) fiir A = A\,: Das charakteristische Polynom fiir @ + a? \,w = 0 ist ¥, () = o + a?\, =
i

(@ —i%7") (a+i%7T). Die DGI hat also die allgemeine Lésung

wy(t) = C cos ?t + Cysin ?t

mit 6'1,6'2 e R.

Wir bekommen so Losungen
. nT (= anm ~ . anw . nw anm . anm
un(z,t) = Cosin T2 (01 cos Tt + Cs sin Tt) =sin—2z (An coS Tt + B, sin Tt)
der Saitengleichung, wobei A,,, B,, so zu wihlen sind, dass u,(0,t) = u,(L,t) = 0 fiir alle ¢t > 0 gilt.

d) Aufgabenteil c) liefert jedoch lingst nicht alle Lésungen! Uberlagern wir die Schwingungen
o0
un(z,t), so bekommen wir eine weitere Losung u(z,t) = > unp(z,t) des Randwertproblems, falls

n—=
die Reihe konvergiert und zweimal gliedweise in z und in ¢ differenzierbar ist (dquivalent hierzu ist
die gleichmifBige Konvergenz und zweifache Differenzierbarkeit der Reihe):

Pun = 50y 5
Za:? ZQUZanZ

Mit allen u,, erfiillt natiirlich auch u die Randbedingungen.

e) Wir widmen uns nun der Bestimmung der Amplituden A, B,, aus d) unter den Anfangsbedin-
gungen

u(z,0) = ug(z) (Auslenkung ug zur Zeit ¢t = 0)
9u (g 0) = (Saite zur Zeit ¢t = 0 einfach loslassen)

Es ist u(z,0) = § up(z,0) = Z Apsin Tz =: g(x), und

n=1
o0 o0
9u 3¢ (7,0) = Z %G (z,0) = > "By sin Tz = 0 bedeutet wegen der Orthogonalitét des Systems
n=1 n=1
{sm "L”w} nen » dass By = 0 fiir alle n € N ist.

Um die A, zu bestimmen, ziehen wir Fourierreihen heran. Die Randbedingungen besagen zunéichst
9(0) = g(L) = 0. Die auf [0, L] definierte Funktion setzen wir auf ganz R zu einer 2L-periodischen
ungeraden Funktion G fort, die auch zweimal differenzierbar sei. Die Transformation 7(z) :=
G (%a:) ergibt dann eine 27-periodische Funktion, die mit ihrer Fourierreihe iibereinstimmt. Diese
ist eine Sinusreihe:
™
2 )

L
[e.e]
:ZAnsinnx, Anz—/'y(r)sinanT = E/g sm—tdt
s
n=1 0

0

Mit diesen Amplituden bekommen wir tatsichlich eine konvergente Reihe

die das Randwertproblem 16st:



Die Randbedingungen und die erste Anfangsbedingung gelten: u(0,t) = u(L,t) = 0, u(x,0) = g(z).
Fiir das Weitere besagt das Additionstheorem fiir sin z, dass

sin Xz cos 0 ¢ = E sin (E(m - at)) + lsin (m(x + at))
L L~ 2 L 2 L
gilt, also
n s . (nT
u(zx,t) ZA sm(f(w—at)+52Ans1n(f(x+at)) .
(z‘ at) =: G?;—H;t)

Die zweite Anfangsbedingung gilt: %—(:c, t) = —4G'(z — at) + $G'(z + at) = 0. Und u(z,t) 16st die
DGI:

d%u a? " a? " ol 1 262
W—?G (a:—at)Jr?G (z+at)=a (EG (m—at)—l—§G (z+at)) oy

f) Nennen wir erst einmal %ﬁ’t) = sin Fxcos 7t den Grundton und fir n > 2 die weiteren
1= = sin‘Fzcos Pt den (n — 1)-ten Oberton. Berithrung in z = L fir n > 2 fest bedeutet

die zusétzliche Bedingung u (%,t) = 0 fiir alle ¢ > 0. Sei nun m € N. Fiir den Grundton
bzw. den (m — 1)-ten Oberton bedeutet dies up, (%,t) = Apsinrcos 7%t = 0. Aber genau
dann ist sin 7t7 # 0, wenn n kein Teiler von m ist. Fiir solche m muss daher die Amplitude A,
verschwinden. Zu hoéren sind also nur noch die k-ten Obertone, fiir die k¥ + 1 ein Vielfaches von
n ist. Anders sieht es aus, wenn die Saite in z = % niedergedriickt wird. Dann haben wir im
Wesentlichen das urspriingliche Randwertproblem mit einer Saite der Linge £ (oder L — £) vor
uns, bei dem wesentlich mehr (und ganz andere) Oberténe mitschwingen kénnen.

Es ist iibrigens nicht zwingend Ay > 0 fiir jedes erlaubte k, wie jeder Musiker wissen sollte. Es ist
(zwar schwierig, aber) mdglich, auch einzelne Obertone (durch die Art der Anregung) anzusprechen,
d. h. alle anderen Amplituden vernachlissigbar klein zu halten. Die Kunst beim Saiteninstrumen-
tenspiel ist es jedoch, aufiler dem Grundton auch die niedrigen Oberténe (ich schitze bis n < 20)
mit recht hoher (nach oben hin abnehmender) Amplitude A,, hinzubekommen. Dies gibt dem Ton
mehr Volumen, und verleiht dem Klang eine gewisse ,, Tiefe“. Zu diesem Zweck sollten Streicher
iibrigens nicht zu weit weg vom Steg streichen (beim Violoncello: giinstiger Abstand < 1-2 cm!).
Denn ein streichender Bogen erzwingt eine Randbedingung von der Art wie in diesem Aufgabenteil,
d. h. es werden Oberténe ausgeschaltet. Diese sollten aber moglichst hoch sein. Die Schwierigkeit
besteht allerdings, dafiir zu sorgen, dass wegen der groflen Nihe zum Steg nicht zu hohe Oberténe
vom Resonanzkorper verstirkt werden (Kratzgerdusche ... ).

Aufgabe T1 e Die Funktion f hat die Fourierkoeffizienten

(k) = ! f( )e R dyp = %/_Zwe_ikxdw (kez).

=)

o J_
Es ergibt sich f 0) = 0, und fiir & # 0 liefert Produktintegration
—tkx T ,—ikT
—zkm _ e’ 4 o €
/ de=z-—- | _ . /_ﬂ —ik
_ (=) - () (=Dk e
B —ik (—ik)?

w 2mi(—1)*
= 0.
T=—T k‘




~

(Beachte: Es gilt e?*(™) = (—1)* fiir alle k € Z.) Also haben wir f(k) = i(—1)*/k fir k # 0, und
die Fourierreihe von f ist

— ikx _ S i(_l)k ikr _ _—ikz
Y. Tl)e™e =3 == (e — 7).

k=—o k=1

Wenn man will, kann man daraus auch noch die Koeffizienten in der Darstellung

% + ;(ak cos(kx) + By sin(kz))

der Fourierreihe gewinnen: Laut Vorlesung gilt

~ ~ ~ ~

ap = f(k) + f(=k) (k>0) und G =i(f(k) — f(-K) (k>1).
In unserem Falle ergibt sich ay = 0 und G, = 2(—1)**+1/k.

Bemerkung: Da f stiickweise glatt ist, stellt die Fourierreihe die Funktion an allen Stetigkeitsstellen
dar; an den Unstetigkeitsstellen xp = (2k 4+ 1)7 (mit & € Z) konvergiert die Fourierreihe gegen
s(f(m+) + f(n=)) = 3(=m +m) = 0.

e Die Funktion g ist nicht 27-periodisch, sie hat vielmehr die Periode T := 4. Daher setzen wir
w = 27/T und betrachten die 27-periodische Funktion G, die gegeben ist durch G(y) := g(y/w).
Falls z € R so gewdhlt ist, dass die Funktion G an der Stelle wz durch ihre Fourierreihe dargestellt
wird, gilt

9(z) = Gwz) = Y G(k)e*
k=—00
Diese Reihe heifit daher die Fourierreihe von g, und man schreibt g(k) = G (k). Es gilt
~ 1 7T . 1 n ]
G = o [ ey = [ gtyp)ey;
T

N E - -
wegen g(z) =1 fir z € (—2,0) und g(z) =1+ 2z fiir z € (0,2) folgt

— —ikY Jo) 4 —
27 _We y+27r

[ 2wrevay:
0

fiir £ = 0 ergibt sich hier 1 + % -2 Jw = 2; sonst gilt (Produktintegration)
2 —iky |T T ,—iky 2 -1 k —iky
:0+_(y.e' _/6_ dy):_Z(W(.) e .
27w —ik |,—o Jo —ik s —ik (—ik)
2=k 2 (—1F—1  2(-1)F  2(-1)F -2

kw 2 k2 km k272

7r )
y=0

Damit ist die Fourierreihe berechnet. Will man noch die a4 und f§; bestimmen, so erhilt man
ap = 4 und ap = 4((—1)*¥ — 1)/(k?7?) sowie By = 4(—1)F+1/ (k) fiir k > 1.

Bemerkung: Eine beliebige T-periodische Funktion g hat also die Fourierkoeffizienten

77 T/2
g(k) = G(k) = i/ g(y/w)e Y dy = l/ g(z)e e g
2 —r T ~T/2 ’



wie man mit der Substitution z = y/w einsieht.

e Die Funktion h ist wieder 2z-periodisch. Zur Abwechslung berechnen wir diesmal direkt die
Koeffizienten oy und f; in der Cosinus/Sinus-Darstellung der Fourierreihe. Da h eine gerade
Funktion ist, gilt 8, = 0 fiir alle £k € N. Fiir k£ > 0 ist

ay = 1 /7r h(z) cos(kx)dz = 1 /7r cos(3z) cos(kz) dz

) )

Zweimalige Produktintegration liefert

I ::/ cos(3z) cos(kz) dz
= 2sin(3z) cos(kz) ‘Z:—w —/ 2sin(3z)(—k sin(kz)) dz
-

= 2(cos(km) + cos(—km)) + 2k/ sin(3z) sin(kz) dz

(i
™

=4(-1)F + 2k (—2 cos(3) sin(kz) |;r:_7r - / —2cos(3z)(k cos(kz)) da:)

—T

=4(-1)F — 0+ 4K°1, .

Somit haben wir die Gleichung I = 4(—1)* + 4k%I}; dies bedeutet I = 4(—1)%/(1 — 4k?). Damit
kennen wir ay = I /7 und es ergibt sich die Fourierreihe

2 = 4(—1)F
;—i—;mcos(kx).

Hieraus kann man auch die /l{(k) ablesen, und zwar mittels der Formeln

27{(1:) = ag — 10k und 2/f;(—k) = ai + 10k (wobei 3y :=0).

Aufgabe T2 a) Eine reine Cosinusreihe ergibt sich fiir gerade Funktionen; also setzen wir f hier
zu einer 27-periodischen, geraden Funktion F' fort:

) =3, z € [0, 7], o4 9m) = Flx
F(a:).—{_w_zg’ re (o), F(z +27) := F(x)

Fiir die Fourierkoeffizienten oy und § von F gilt dann £ = 0 und

S /7r F(z) cos(kz) dz = > /07r F(z) cos(kz) dz = > /Ow(z ~ ) cos(ka) d.

T J_x T T
Offenbar ist ap = 0 und fiir £ # 0 haben wir

_ zsin(kx) sin(kz) .  wsin(kz) cos(kz)
/mcos(kz) dzx = - — / 2 dx = - + TR

Folglich ist fiir k € N
2 (w sin(kzx) 4 cos(k:z:))

W=7 k k2

™

3

—/ cos(kz) dx =

r=

5



Das bedeutet as, = 0 (gilt auch fiir i) und a1 = —4/((2n+1)%7). Da F stetig und stiickweise
glatt ist, stellt die Fourierreihe die Funktion auf ganz R dar, es gilt also

™

[e.e]
—4 .
T = nZ::O @nt ) cos((2n + 1)z) fiir z € [0, 7] .

b) Eine reine Sinusreihe erhalten wir, wenn wir f zu einer ungeraden Funktion fortsetzen:

) -5, ze€l0,n] — Flg
F(:c).—{w-l_; s e (=m.0), F(z +27) :=F(z)

Dann gilt o, = 0 fiir alle £ > 0 und

B = 1 /7r F(z)sin(kz) dz = 2 /07r F(z)sin(kz)dz = 2 /07T($ — ) sin(kz) dz

T s
fiir alle £ > 1. Produktintegration liefert

) z cos(kx) cos(kzx) zcos(kx)  sin(kx)
/a:sm(kx)d = +/ dz = +

E T Tk B2

und es folgt

2 ( zcos(kz)  sin(kz)) | /” _
Br = - ( . + 2 » ~J, sin(kz) dz
2 —m(—1)k n cos(kz) |*  —2(-1)* n (—1)k 1 _(—1)k +1
Tk k|, K Kk ko

Also ist fop—1 = 0 und Ba, = —1/n fiir alle n > 1. Da F stiickweise glatt ist, wird die Funktion in
allen Stetigkeitsstellen durch ihre Fourierreihe dargestellt; wir erhalten also

o
T L. "
T=g = E — sin(2nz) fir z € (0,7).

n=1

(An den Stellen zj, = k7 konvergiert die Fourierreihe gegen % (F(0+) + F(0-)) = 0.)

Aufgabe T3 Setzen wir in die Darstellung aus T2 b) z = 7/4 ein, so ergibt sich

Die erste Reihe hat also den Wert 7 /4.

1 1 1
sin(nm/2) :_1+§_g+?_+...

SI'—‘

Setzen wir in die Darstellung aus T2 a) z = 0 ein, so ergibt sich
o0
s —4 4 1 1 1
- = __ _—_Z (1 )
2 nz::o(%htl)?ﬂ' 7r( +32+ 72+ )

Die zweite Reihe ergibt also 72 /8.



Aufgabe T4 Da f stetig und stiickweise glatt ist, wird diese Funktion iiberall durch ihre Fou-
rierreihe dargestellt. Fiir £ machen wir nun den Ansatz

o0
z(t) = Z cpet

k=—o00

und nehmen an, diese Reihe diirfe gliedweise zweimal differenziert werden. Dann gilt

ai(t) + bi(t) + cx(t) =a D cx(ik)’e™ +b Y cr(ik)e™ +c Y cpe™
k=—o0 k=—00 k=—o00
o0
= Z cr(—ak? + ibk + c)et*t
k=—o00

Dies muss = f(t) sein, damit z eine Losung ist. Das ist dann der Fall, wenn

Flk) = cp(—ak® +ibk +¢c) (k€ Z)
gilt. Da wir mit f auch f(k) fiir alle k € Z kennen, kénnen wir die ¢, ausrechnen (in Abhingigkeit
von dem jeweils gegebenen f): R
i)
—ak? + ibk + ¢
(Die Zahl im Nenner ist # 0, denn fiir & = 0 steht hier ¢ und fiir £ # 0 hat der Nenner den
Imaginérteil bk # 0.)

Trifft unsere Annahme iiber die trigonometrische Reihe, durch die z dargestellt ist, aber wirklich
zu? Um dies nachzuweisen, betrachten wir die folgende Abschitzung des Nenners der c¢;: Fiir
hinreichend grofle k ist %akz > ¢, und damit gilt fiir diese k

—ak? +ibk 4 c| > |—ak® 4+ ¢| > ak? — ¢ > Lak?,
2

also |cx| < 2|f(k)| /(ak?). Aus der Vorlesung wissen wir, dass E,(zifoo\f(k)\ konvergiert, weil f
stiickweise glatt ist. Mit der Abschitzung fiir |c;| folgt dann auch die Konvergenz von Y p° _ _ |ck|
und Y70 klcg| sowie D°5° _ k*|cg|. Die trigonometrische Reihe, durch die z dargestellt wird,
und die gliedweise differenzierten Reihen konvergieren folglich gleichméBig. Also ist Y 72 cpekt
tatséichlich zweimal differenzierbar und die Ableitungen diirfen gliedweise gebildet werden. Die ¢

liefern somit wirklich eine Lésung z, und diese erfiillt trivialerweise z(0) = z(27) und £(0) = &(27).



