UNIVERSITAT KARLSRUHE WS 2000/2001
MATHEMATISCHES INSTITUT 1 05.02.2001
Dr. O. Knab
P. E. Bradley

Losungsvorschlige zur 2. Ubungsklausur

Ho6here Mathematik I fiir die Fachrichtungen
Elektroingenieurwesen, Physik und Geodisie

Aufgabe 1

a)

b)

In der Aufgabe 1 des 8. Ubungsblatts wurde gezeigt, dass fiir alle |z| < 1 und k =
o0
0,1,2,... die Reihe nzzzo (":k)w" konvergiert (und zwar gegen W) Deshalb

gilt notwendigerweise lim ("+k) g"=0firalle k €N, |¢g| < 1.

n

Es ist
zln(l + z)sin 2 x 1
sinhz ~ sinhz (Il +2) ™S
Weiter gilt
. h 3
tim S22 _ g ZEOE) (14 002) =1
z—0 T z—0 x z—0

und lin}) In(1+ z) = 0. Wegen der Beschrinktheit von sinl (es ist |sin%‘ < 1)
z—

zIn(1+z) sin %

folgt schlieBlich il_I)r.(l) nha =0.
. 2?In(1+2®) _ 2 (#®+0(%)) _ 45 1+0(?) . .
c) Esist Snas = " Z5T0@D) = 25 1310(g10)) Was fiir z — 0 gegen 1 konvergiert.
Aufgabe 2
a) Mit a, = (?;;3!)! ist aiL = (?;7; %2' ((25:32))!! = (2n+i)4%"+1). Dies konvergiert fiir

b)

n — 0o gegen oo. Das Quotientenkriterium besagt dann, dass die Potenzreihe
o0

> apz™ fir alle z € R konvergiert.
n=0
Ist n gerade, so ist /b, = % Fiir ungerades n ist /b, = /3" 4+ 1, was fiir

n — 0o gegen 3 konvergiert. Zusammen bedeutet dies, dass limsup /b, = 3, der
n—oo

o0
Konvergenzradius der Potenzreihe ) b,(z + 3)" also gleich % ist. Also umfasst
n=1

der Konvergenzbereich das offene Intervall (—3 - %, -3+ %)

Die Randpunkte: Fiir z = —3+1 ist mit n ungerade stets b, (z+3)" = (3" + 1) (+3)
1+ 3% Dies konvergiert fiir n — oo gegen 1. Somit bilden die Glieder der Reihen
an den Randpunkten keine Nullfolge. Die Reihen divergieren also.

Die Potenzreihe konvergiert demnach genau fiir alle z € (—3 — %, -3+ %)

n



Aufgabe 3

a)

b)

Um die Grenzfunktion zu bestimmen, ziehen wir die Cosinusreihe heran:

o

cosT = ZO ((_27?)?552” - 1 % + O(z*). Dann ist f,(z) = n(l—cos %) =

(1 (1 +0(3)) =n (35 +0(£)) = £ +n-0(5).

Somit ist lim fn(z) = 0 punktweise fiir alle z € [0, 1].

Ob die Konvergenz auf [0, 1] gleichméiBig ist, erkennen wir am Konvergenzverhalten

von sup |fn(z)—f(z)|, wenn f die Grenzfunktion ist. Hier ist 0 < sup |fn(z)| =
z€[0,1] z€[0,1]

sup n (1 —cos2) < n(l—cosi), da auf [0,1] die Funktion cosZ in z = 1
z€[0,1]

minimal wird. Da nach obigem lim n (1 — cos %) = 0 ist, liegt gleichmifige
n—oo

Konvergenz vor.

Es ist gn(x) = f"( ) , also ist fiir alle z € (0,1] auch g(z) = lim g,(z) = % =0.

n—oo

Dies gilt punktwelse.
Setzen wir x,, = %, so sehen wir:
gn(wn) =n* (1 —cos3r) =n* (1= (1- 52 + 0 (35))) = 3 + 0 (5)-

Dies bedeutet: lim g,(z,) = 3. Dann kann aber nicht sup |g,(z) — g(z)| fiir
n—00 1}6(0,1]
n — oo gegen 0 konvergieren. Also ist die Konvergenz auf (0, 1] nicht gleichmifig.

Aufgabe 4

a)

b)

Leiten wir uns zunichst einmal die Areatangenshyperbolicusreihe her: Es ist
2n+1

o0 o0
artanh(z)) = —5 = > (z?)". Dann ist artanh(z) = St + C, wobei

1—x2
n=0 n=0
I4"+2

C = artanh(0) = 0 ist. Es folgt fiir f(z) = artanh(z?), dass P(z) = T

n=0

2z _
1—zt —

+ K. Hier

Alternativ konnen wir auch die Ableitung von f heranziehen: f'(z) =

= n 4n+1 S zint2 S pint+2
2z Zo( 4 —2230 . Dann ist P(z )—2nz_:0 4n+2+K:nZ_:0 ST

ist K = artanh(OQ) = 0.

Der Konvergenzradius von P berechnet sich aus limsup “*%/2n +1 = 1: er ist

n—oo

gleich 1. In den fraglichen Randpunkten z = +1 haben wir die Reihe Z 2n e

und diese divergiert. Also ist der Konvergenzbereich von P der offene Emheltskrels
{z € R| |z| < 1}. Dort stimmen auch f und P iiberein.

Es ist

1 1 1 1 1

f f(\/z)*t dt = f artanh t—¢ di = f 1 § tZ"'H j‘ § g2l dt = = t2n _
2 - 2 —J 2 2n+1 2n+1 - 2n(2n+1) |

0 0 0 n=1 0 n=1 n=1 0

o
> m Diese Reihe konvergiert (absolut). Um ihren Wert zu bestimmen

R
mEnFT) = 2n 2n T Wegen der absoluten Konvergenz diirfen wir

o
1
nun umordnen: (2 2n+1) Z S
n=1

entnehmen wir dem Hinweis).

zerlegen wir:

=1—1In2 (letzteres



