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Aufgabe 1 Wir bezeichnen Z /27 = {0,1}

@01
0101
11110
zu zeigen ist: Assoziativgesetz @ a® (bdc)=(aDb)Dc
Existenz des neutralen Elementse : a®e=eda=a
Existenz des inversen Elements a =" a®a'=a'®a=c¢e
Kommuativgesetz : a®b=bda
Assoziativgesetz:
0e(0®0) = (0®0)®0 (wahr)
N—— N——
N :0 7 N :0 s
=0 =0
le(0®0) = (1ae0)®0 (wahr)
N—— N——
=0 =1
=1 =1
0a(1e0) = (Ool)®0 (wahr)
N—— N——
=1 =1
=1 =1
0Oo(0®l) = (001 (wahr)
N—— N——
=1 =0
=1 =1
l1o(1e0) = 1el)d0 (wahr)
N—— N——
=1 =0
=0 =0
le(0el) = (1ed)o1l (wahr)
N—— N——
=1 =1
=0 =0
0e(lel) = Ool)d1 (wabhr)
N—— N——
=0 =1
=0 =0
le(lel) = (1el)el (wahr)
N—— N——
N :0 7 N :0 s
=1 =1
Existenz des neutralen Elements (e = 0):
000 = 0060=0 (wahr)
160 = 061=1 (wahr)



Existenz des inversen Elements:

fira=0,a"1=0: 0® 0 = 0a& 0 =0 (wahr)
—~ ~~ ~ O~~~
a a—1 a—1 a e
fira=1:a"'=1, ®1 = 1@ 1 =0 (wahr)
~— =~ ~— =~ =~
a a—1 a—1 a e
Kommutativgesetz:
000 = 080 (wahr)
01 = 160 (wahr)
lel = 1&1 (wahr)
Aufgabe 2 aus der Abbildung lesen wir ab:
sin(la 4+ B) = ﬂ_@_,_@_@ O_D_,_C_E@
~ OE OE OE OD OE ED OE
= sina-cosf+cosa-sinf
wsias g _ OA_0B_CD _OB 0D _CD ED
~ OE OE OE OD OE ED OE
= cosa-cosf —sina-sinf
Aufgabe 3 a) z; = %i—i— (12_;52 = %—}—22—7 = —3+2 i #z ? =—%+%i
lz1| = /(=32 + (3)2 = % argz; = 7r+arctan( ) =m+arctan(—1) =7 — %

Polardarstellung: z; = \/Lie%”

|z2| = v/ (V2)2 + (V2)2 =2 argz; = arctan(l) = 7
Polardarstellung: zo = 2e%?

b) 2§ = 28 2™ = 28

c) (w—+v2-+2i)*= -V2-/2i
z4——16—1667”:>zk—{4/ﬁ —2 ki
20_2641—2(2\/—4-;\/—1) \/_+\/—z

= wo = V24 V2 + V2 + V2 = 2V/2(1 + i) =4 eF?

(lwol = /(2v/2)2 + (2v/2)? = 4, argw = arctan (1) = %)

27 =2e%1 =2(-3vV2+ $V2i) = -2+ V2i
=> w1 = V24 V2 — V2 4+ V2i = 2V/2i = 223"

2o =2eTi =2(-1v/2 - LV2i) = -2 - V2i
=S w=vV2+V2i—vV2-12i=0

Z3:2€%i:2(%\/_—%\/§i)=\/_—\/§i
= ws =v2+ V2 + V2 —V2i =22

+

(k = 0717273)

. 3 3
Aufgabe 4 a) 2= (%) = (% - z@) . Bestimme Polardarstellung von z;:

‘— - 22\/_‘ 2+ (@)2 = 1. Fiir das Argument arg z; = ¢ muf} gelten:
cosp = 3 und sinp = —V3 ,dh. =

21 = (%) = (e%”i)3 =M= 1 und somit Re z; = =1 und Im 2y = 0. |z;| = 1.
7g = it %143:2)2 =t = ((11+212(11122’2) = 3=l = 1 + i3 und somit Re 2 = —% und

Im zp = 2. |22| = 4/(—% 2)2 = [ 1V/10 und 2z, = 7 + arctan(—3) = 1.89254...



N9
23 = (12—_’2) = (i — 1)°. Bestimme Polardarstellung von z3.
i — 1| = /2. Fiir das Argument ¢ von i — 1 muf} gelten

i—1 =12 = +/2(cosp +ising) = cosp = —% = 2 und sing = - = 12, dh.
p=13m .
23 = (12—_’2) = (V2eim)? = /2 edmi = ﬁg(cos Sm+isin3m) = 16(—1+i).

Wir haben somit |z3| = 16v/2, arg z3 = %ﬂ', Re z3 = —16 und Im 23 = 16.

b) i) 23 = —i = e3™. Wurzelzichen und Aufteilen der Winkel ergibt
, 21 = e%m', 29 = e%”i

ii) 25 = 16 + v/768i = 32e3™, wir erhalten als Losung
1 7 13 ; 19 44 S
20 = 2157z = 2e15™ 29 = 2e157 z3 = 2e15™ z4 = 2e3™"

iii) Wir normieren 5z% — 2z + 5 = 0 und erhalten 2 — 22 +1 = (z = £)? = = +1 = 0.

Es ist also (z — £)? = —22 und erhalten als Losungen 215 = 3 + +v/24i

)22 + 22 —i=(24+1)2—1—4=0und mit (z +1)2 =1 +14 = /2e7? ergibt sich
21,2 = -1+ \756%"

244) (34 i 5(1+ .
Aufgabe T1 a) 21 = 3%; = gs :;E3+3 =85 = G2 =1+,
und somit Rez; = 3 und Im 21 = 3.

b) za=(1+i)'=i"+43 +62+4i+1=1-4i—6+4i+1=—-4
und somit Re zo = —4 und Im 25 = 0.

¢) wir bestimmen uns die Polardarstellung von z3:

Betrag: |1 —iv3| =4/12 + (—V3)2 = 2.

Da z > 0,y < 0 gilt fiir das Argument ¢ von 1 — /3

5
@ = 27 + arctan (Q) =27 + arctan(—\/ﬁ) = gﬁ_
T N

(oder: finde ¢ € R mit 1 —iv/3 = 2€% = 2(cosp+ising) = cosp = + und sinp = —1/3 =
¢ =3m) -
Somit gilt: 1 —iv/3 =2e35™, .
also: 23 = (1 — i\/§)42 — (2e§7ri)42 — 942 JT0mi _ 942
=1

— 242

und somit Re 23 und Im 23 = 0.

d) bestimme die Polardarstellung:

3 1 3 1
Botrage |22+ 4if =T Lo
etrag + 2z 1 + 1
.. V3 3 . 1 ™
fiir das Argument ¢ von 5> + —z muf gelten: cosp = > und sinp = 2 =>p= 5
somit, ? + %z = ed?,
also: z4 = (\/Tg + )M = T = =5 = cos(—%) +isin(—%) =cosf —ising = g —1i

1
5
Aufgabe T2 a) Jede komplexe Zahl # 0 hat genau 2 Quadratwurzel. Wegen

22 —4246=0<= (-2 +2=0<= (z-2)*=-2



ist die Gleichung genau dann erfiillt, wenn z — 2 = 44+/2. Die beiden Losungen sind somit
21 =2+1iv2 und 20 = 2 — iV/2.

_ 6i—10 _ (6i—10)(4—i) _ 34i—34 _ o
b) 2% = 8737 = G-y = o =22
Es gibt genau drei dritte Wurzeln:

a= Y2i—2e T k=0,1,2,
Da |2i — 2| = 2v/2 ist {/|2i — 2] = v/2 und mit dem arg(2i — 2) = 37 haben wir
20 = ﬁe%i, 2 = 26%”, 29 = \/ie%”.

¢) Zu bestimmen sind die 4. Einheitswurzeln.
07 _ 1
?

o™ . : .
Zg=¢e€ z1 =e2' =1, Zo =€™ = —1, zg—eZ’”——z.

d) z* = —16 = 16¢i(1+2k)7 (k =0,1,2,3). Es gibt genau vier Wurzeln
=16 F T =25 (k=0,1,2,3).
e) es gilt: 4 =cos § + i sin 5. Aufteilen der drei Wurzeln ergibt

ZO—COSQ‘HSHI—: \/_-H) 21 =COS g 57 4 isin 2 7r—— (=V3+1),
7y = Cos 5+ isin 3w = —i.

f) Mit z:= Re z und y := Im z ist 2% = (z + iy)? = 2? + 2izy — y* und somit
22—2241=0 <= 2> +2izy—9y* 2@ —iy)+1=0
= (@*-y*—22+1)+i(2zy+2y) =0.

Eine komplexe Zahl ist genau dann Null, wenn sowohl der Real- als auch der Imaginérteil
Null ist. Die Gleichung fiir den Imaginirteil 2y(z + 1) ist Null fiir y = 0 oder z = —1.

1. Fall: y = 0. Die Gleichung fiir den Realteil ist dann 2> — 2z + 1 = 0, also (z — 1)2 = 0
und somit £ = 1. z; =1 ist damit Losung.

2. Fall: z = —1. Die Gleichung fiir den Realteil ist dann 1 —y2 4+ 3 = 0, also y? = 4. Als
Losungen ergeben sich nun 2o = —1 4 24 und 25 = —1 — 24.

Aufgabe T3 Wir zerlegen 3054 und 1002 in Primfaktoren und erhalten
3054 =2-3-509 1002 =2-3-167

was zur Folge hat, dafl ggT (3054,1002) = 6 und kgV (3054,1002) = 2-3- 167 - 509 = 510018.

Aufgabe T4 Gegeben sind die Funktionen f(u)(z) := z - u(z) und g(u)(z) := u'(z) mit
u: R — R Wir berechnen nun die Kompositionen

flew)(@)(@) = =z-u'(z)
g(f(w)(@))(@) = (z-u@) =u@)+z v (2).

Fiir u = 0 ist die Komposition f o g = go f erfiillt. Ist nun u # 0 so ist f o g = g o f nicht
erfiillt.



