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Aufgabe 1 a) f(2) = (22-1)2+1=0<= (22-1)2 = -1 <= 22— 1= +i < 22 = 1 +i.
Wir verwenden die Formel von de Moivre:

22 = |2%| - (cos(p) +isin(p))® = |2?] - (cos(2p) + i sin(2p)).

Fall 1: 22 =1+1i=+/2-(cos(%) +isin(Z))

= 21, = V/2(cos(Z +kr) +isin(Z + km)) (k=0,1). Als Losungen der Gleichung f(z) =
ergeben sich in diesen Fall somit z; = v/2(cos(%£)+isin(%)) und 2o = v/2(cos(%&)+i sm(%’“))
Fall 2: 22 =1—1i = /2 (cos(%r) + isin(In))

= 2z = V2(cos(%E + k) +i sm(77r +km)) (k=0,1). Als weitere Losungen der Gleichung

f(2) = 0 ergeben sich hier z3 = \/i(cos( %) +isin(ZF)) und 24 = \/i(cos(m”) + isin(5%)).

CO
7

b) Es ist arg(—256) = m und 28 = 256. Mit ¢ = arg(z) und da

Z = |zle”® = |z|(cos(—¢p) + isin(—p)) = |z|(cos(p) — isin(yp)) ist eine erste Nullstelle
2. 8i=2.¢8m

Als Losungen mit negativen Winkel haben wir

zl=2-e*w=2-e(*%*l%)i (1=0,...7)
Umnummeriert und umgeordnet auf positive Winkel somit z, = 2-e(tk3)¢  (k=0,...7).

2

Bild Aufg. 1.b Bild Aufg. 2

Aufgabe 2 wir haben ( = cos(2%) + isin(2F) und mit der Formel von de Moivre
157 157 T T
- .. _ ..
¢ = cos (—4 ) + i sin (—4 ) cos (—4 ) + ¢ sin <—4 )

150 — cos (@) +isin (@) = cos (32”) + i sin (32”) -

Aufgabe 3 a) Gemifl Skizze haben wir 4 kongruente rechtwinklige Dreiecke deren Hy-
potenusen jeweils den Seiten ¢ des Quadrats entsprechen und deren Katheten mit b und a
gekennzeichnet sind. Im Inneren erhalten wir ein Quadrat mit Seitenlinge a — b. Mit den
Bezeichnungen aus der Skizze

und

(a-by?




ergibt sich fiir den Flicheninhalt des Quadrats mit den Seiten c:

A2 = 4-Apa+ A(a_b)Z

C2

1
4-§ab—i—(a—b)2=2ab—}—a2—2ab—|—b2=az—}—b2

b) mit den Bezeichnungen aus der Skizze
C

A z S B

fithren wir die folgenden Vektoren ein: z:=C — A,y:=C—-B,z:=S—Aundr:=C - S.
Zu zeigen ist nun < z,y >=0. Es gilt x = z + r und y = r — z. Somit gilt:

<y >=<z+rr—z>=<z,r>—|z|*+|r[|*- < r,z >= ||r||* - ||2||*. Dies ist 0, da

llzll = [I7l-
Aufgabe 4 zu iiberpriifen sind die Normaxiome, die gegeben sind durch:

]l > Ound|jz]|=0<=2=0
[[Az]| [Alll
Iz + 9l llll + llyll
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max (|Az], |Ay|, [Az]) = max (|Al|2], [Ally], |A[|2])
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IAImaX(le,IyI,|Z|)=I/\INl( y )
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21 + Ty
Nl( Y1+ 92 ) max (|1 + 2|, [y1 + y2|, |21 + 22|)
21 + 22
max (|z1| + [z2], [y1] + [y2l, |21] + |22])
max (|z1], [y1], [21]) + max (|z2], |y2], [22])
X1 T2
M ( Y1 ) + Ny ( Y2 )
21

22
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Die Abbildung N; ist somit eine Norm.

b) N, ist keine Norm. Setze

v 1 1 1-1+40
P I =>N2< - ):|T‘=0
z 0 0



c) Njs ist keine Norm. Setze

T 1 2
y = 1 undA:Q:Ng< 2 >=2Q+22+22=12
1 1 2

2N3< ) = 212+124+1%) =6
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Aufgabe T1 a) Kreis um 0 mit Radius 2.

b) Im(z+i) = Im(x + iy + i) = Im(x + i(y +1)) = y+1 = 4,

d.h. eine konstante Funktion y = 3.

c) Kreis um —3 + 44 mit Radius 5.

d) arg (2 -exp(~ %)) = 0 = argz = T. Wir haben somit die Winkelhalbierende
y=z (x> 0).

e) Esist 22—3i2+3iz+8 = (z+iy)(z—iy) —3i(z+iy)+3i(r—iy)+8 = 0 = 22+ (y+3)?> =1
und erhalten einen Kreis um —3¢ mit Radius 1.

f) Re (2%) = 2 — y> =0 = |z| = |y|. Dies sind die beiden Winkelhalbierenden y = z und
y=—z.

Aufgabe T2
3 7 .
a) <u,v> = <| -1 |, 2 >:§
10 -3
3 z -3 L 3
uxXv = -1 | % 2 | = Bl =z 73
1 19 2
10 -1 1o 19
) -39 1 \7
[u,v,w] = <3 3, -1 |>= -y
19 5
1 2 8
b) < | 3x [,] 4x | > =2+120430=0<= N = —3 und somit keine Losung in R.
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Aufgabe T3 a) Der Inhalt des Quadrats {iber einer Kathete in einem rechtwinkligen
Dreieck ist also gleich dem Inhalt des Rechtecks aus der Hypotenuse und dem anliegenden
Hypotenusenabschnitt. Mit den Bezeichnungen aus der Skizze




ist zu zeigen, daf der Flicheninhalt des Quadrats ACEF iiber der Kathete [AC] mit dem
Rechteck ADGH aus der Hypotenuse und dem Hypotenusenabschnitt [AD]. Es geniigt
hierbei zu zeigen, da§ die Dreiecke ACF und AHD denselben Flicheninhalt haben. Da
BC || AF haben die beiden Dreiecke ACF und ABF denselben Flicheninhalt (Grundlinie
und Hohe der beiden Dreiecke sind gleich lang). Wegen CD || AH sind auch die Dreiecke
AHD und AHC flichengleich.

Fiir die Dreiecke ABF und AHC gilt nun:

|AB| = |AH| (= Hypotenuse c)
|AF| = |AC| (= Kathete b)
LBAF = SHAC (=90°+p)

und somit nach dem Kongruenzsatz (2 Seiten und 1 Winkel stimmen iiberein) sind die Drei-
ecke ABF und AHC kongruent und somit flichengleich. Die Dreiecke ACF und AHD
sind somit flichengleich. In einem rechtwinkligen Dreieck ist also der Fliacheninhalt des
Kathetenquadrats gleich dem Flicheninhalt des Rechtecks aus der Hypotenuse und dem zur
betreffenden Kathete gehérenden Hypotenusenabschnitts. Es gilt also a2 = ¢-p und b? = ¢-q.

b) Mit den Bezeichnungen aus der Skizze

p q
- . -
ergibt sich mit dem Satz von Pythagoras:
i)a?=h?>+p> W)W =h2+¢*> i) =a®+ b
Da ¢ = p + ¢ und Einsetzen liefert:

(P+9)°® = P +p" +h°+¢°
PP +2pq+q = 20P+p°+¢
2pqg = 2h® <= K’ =pq

Aufgabe T4 pi(z) =1, p»(z) = = und p3(z) = 1(32® — 1) [-1,1] und dem Skalarprodukt
1

< f,g>= [ f(z)g(x)dz.
1

1
a) fl-:cd:cz“z—2 1:0
—1 —
1 1
f1 %(3m2—1)dm=%(m3_m)‘ =0
—1 —
1 1 1
flé z(3z? 1)d$:‘f1(%w3—%m)dx:%:c4—%xz _1:0
1
1
b) |lpill =/ [ de =/z|_, =2
[ oo z8 |1 2 _ 1
Ipoll = ) [ 22 de = /5|, = /5 = 3V6

c)pa(z) =922 — Lz — T =a+ Bz +y(32% -3
Koeffizientenvergleich: v =6,8 = —1 und o =

g = ap1 + Bp2 + yps3-
Z.



