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Aufgabe 1 f(t)=1t>-3
a) Bisektionsverfahren b) Newtonverfahren

w | v | I

i
0 [ 1.0000 | 2.0000

0 | 1.000000
1| 1.0000 | 1.5000 1| 1.666666
2 | 1.2500 | 1.5000 2 | 1.471111
3 | 1.3750 | 1.5000 3 | 1.442812
4 | 1.4375 | 1.5000 4 | 1.442249

Aufgabe 2 a) Defintion Konvergenz: Ve > 03N = N(¢) € NVn > N : ||a, — al| < €.
Fiir k > 0 gilt: Die Folge a,, = n* ist streng monoton wachsend, denn

any1 = (n+1)* :i (f) I > (Z)nk =an

Jj=0

Sei C' > 0 beliebig gegeben. Wiihle ein N € N mit N > {/C, dann ist fiir alle n > N die
Folge a, > a, = N* > C = lim = .

n— o0

Fiir k =0 gilt: lim n* = lim n®= lim 1=1
n—o0 n—0o00 n—00

Fiir ¥ < 0 wihlen wir zu beliebig vorgegebenen ¢ > 0 ein N € N mit N > {/e. Dann
gilt fir allen > N

1 1
k — ok —
|TL —0|—n—ﬁgﬁ<(%)ik

b) Mit k := min(n,m) gilt die Abschitzung

1 1/k 1/k

2 — om|? = /_l(mn(t) —mm(t))2dt=2/0 () — om(t)2 dt < 2/0 (1— k)2 dt
2 1/k 2

_ﬂ(l B kt)3‘o - 3min(n,m)’

Fiir den punktweisen Grenzwert gilt: z(¢) := li_>m ¢ C[-1,1], denn
n—oo

-1 fir -1 < t <0
Tn(t) == 0 fir 0 =t
1 fiir 0 < t < 1.



Aufgabe 3  a) q, = 20ZTt=nY) n®(yH4ga-1) (- DI+
=

Vn2¥n—-n n(\/@—l) - 1+%—1
(1 E W) R L -DG/IFE+)  JIri
N > N Vit A+ (144
14241

= lim a, = lim Y—=21- =
n—00 n—o0 n( 1+"L4+1)

b) an =n(l — af1 _ l) — n(l-3/1-2)(1+4/1-3) — n(l-+/1-1) — n(1—/1-2)(1+y/1-7)
" " 1+/1-2) A S (R VAR SICERVAEY

_ n(1-1+) _ 1

T+ DH4/1-D) T 1D a+/1-D)

1

= lim a, = lim 1 =
nooo " n—sco (1+€/17%)(1+\/17%) 4

n n

€) an = kz_:2(1 V2= ,Cz_:0(1+1\/§)lc - 1= 1+1x/§
n
: _ 1 1 Nk _q1_ 1 _ 1 _q4__1_ _ _1
= Jman = Jim 2 ) - ma s w2 L
d) fiir jedes a > 0 gilt: lim Ya=1
n—oo

Beweis: Sei 2, := {/a und a > 1. Dann ist auch die n-te Wurzel z,, > 1 und mit der

Bernoullischen Ungleichung ((1 + k)™ > 1 + nh fiir h > —1) gilt:
a=2} =1+ (zn, = 1" > 1+ n(z, —1).
Sei € > 0 beliebig. Wihle N(¢) € N mit N > 2=1. Dann ist mit obiger Ungleichung

a—1 <= 1
n — N
Fiir a > 1 ist die Behauptung somit gezeigt.

Sei jetzt a < 1. Dann ist 2, < 1 und da L > 1 ist nach oben bewiesen: L = (/%, n — oo.

Wir schitzen nun ab und erhalten

|zp =1 =2, —-1<

<e VYn>N(e)

1
1— —
T

n

1
<|i-—

|Tn — 1| = |24
In

Sei & > 0 beliebig. Wihle N(¢g) € N, so daf§ |1—%‘ < efiirn > N. Dann ist auch |z, —1| < e
firn > N.

Aufgabe 4 z;=1,2p41 = V32 =22, >1
i) Folge (x,) ist monoton wachsend (Induktion):

IA: 25 = V3T, = \/?_) > T

(Iv)
IS: Sei zy, > Tp—1 (IV) = 3z, > 31 = V/3Zn, > BTn—1 = Tpy1 > Tn
ii) Folge (z,) ist nach oben beschrinkt (Induktion):
TA: z1 < 10

av)
IS: sei z, <10(IV) = zpt1 = V32, < V30< 10
Folge (x,) ist monoton wachsend und nach oben beschrinkt = (z,) konvergiert.
T = ILm Tp =T = ILm Ty = ILm V3Tp—1 =V3r =2 =3z <= x=3V (z=0).
Der Grenzwert ist somit 3 da z,, > 1.

Aufgabe T1 a) Folge a, = (—1)",n € N ist beschriinkt aber nicht konvergent

Fiir alle n € N gilt |a,| < 1, da |(—1)"| = |1| = 1 = Folge a,, ist beschrinkt.

Folge ay, ist divergent. Angenommen die Folge (a,) konvergiert gegen eine reelle Zahl a. Dann
gibt es nach Definition der Konvergenz fiir e = 1 ein N € N, so da8} |a, —a| < 1Vn > N. Fiir
alle n > N gilt dann nach der Dreiecksungleichung

2=lant1 —an| =|(@nt+1 —a) + (a —an)| < |@pnt1 —a| +|a—ay| <1+1=2.

Dies ist ein Widerspruch.



b) Nachweis der Konvergenz durch Monotonie und Beschrinktheit.

a=-3, aa=-3, az=-3+ \/g (Vermutung: monoton steigend).

Folge a,, ist nach oben beschrinkt (nach unten durch —3). Behauptung: a, < 6.
Induktionsanfang: fiir n =1 ist a; = —3 und —3 < 6.

Induktionsvoraussetzung: a, < 6 gilt fiir einn € N
Induktionsschritt: n =+ n +1

(Iv)
Induktionsschlufl: a, 1 = %an ++v3+a, < % -64++1/3+ 6 =6 = Beh. gilt fiir allen € N.
Die Folge a,, ist monoton wachsend, d.h an41 > ay.

Wegen a,, < 6 und a, > 0 (fiir n > 3) ist lan < 3 und lan = Q/%cﬂ < ,/%an.

Es gilt somit a, 11 = an +vV3+a,>1 50n + ,/ ap > 2an + an = anp.

Folge a,, ist somit beschrinkt und monoton wachsend und ein Grenzwert existiert, es gilt:

lim a, =a = hm An+1
n— o0

1 1
=>a=§a+\/3+a<=> §a=\/3+a<=>a2=4(3+a)<=>a2—4a—12=0

3
—=a=6Va=-2 (a = —2 entfillt, da a,, monoton steigend und as = —5>a= -2).

Aufgabe T2 a) lim a, = lim nP=3nt ()" i L e al]
& n—oo ' nooo 3n°—Tn+5 n—o0 _%4‘”% 3
. . 1—}-g 2
b) lim a, = hm + od2 lim -2 + lim 2£2)2 = (lim Ly 4+ lim —%
)n—)oo n (" 2 ) (—>oo n—2 n—oo _4) (n—>oo iy n—o0 _%)
=(1+1)?2=4
: 1 : 1
c) lim an = lim /n + Jn—n=lim ——% = lim ——L— = lim ——L——
n+v/n
n—00 n—oo y/n+y/n+y/n n—00 —\/\/;\F+1 n—00 1+\/_+1
-1
-2

d) lim a, = lim (1+ l)”2 = 00. Mit der Bernoulli-Ungleichung (1 + k)™ > 1+ nh

n—oo n—o0

ergibt sich (l—l—%)" >14n?-L=14n (n—>o0) = lim ap = 00

e) lim a, = lim 13"1 =0, da thZOIim—LZO
) n—soo n—)oo( ) ’ n—oo M1 ‘nsoo 1l
3n_1 1
und — 1 S (_1) n—1 S n—1
n n IT k-1 TI k+1
1 E2—1y _ (k—=1)(k41) k=1 k41 _ k=2 k=2
f)an=T11-3)=I110F) =11 I1 1% =%— =
k=2 k=2 k=2 k=2 k=2 ITk Ik
k=2 k=2
n—1 ntl
I & k N
— k:l k:s :% n—2i-1 — 2n — lim ap = 3
H k H k — 00
k=2 k=2

Aufgabe T3 a, = W

Mit einer Fallunterscheldung fiir r erhalten wir:

nooo In(l4+7)+7

o<r<1l : "M>0—= a, — :
1 a In2+14
r = : =
" 7
(InQ1+7r)+7)/r" -3 now 3
1 : = _
r> an 3+ 5/rm — 2

Aufgabe T4 a) f(z) = 23 + 42% — 3z — 12.

Newton-Verfahren: t,41 = t, — ]{,((tt"n))

Bisektionsverfahren: (ug,vg) := (a,b) fir n = 1,2,...;
z:= (Up—1 + Vp-1)/2

falls: (f(2) - fon-1) <0): wup:=m; vp:=vn_1;
sonst: Uy (= Up—1; Up =T



Bisektionsverfahren

—

u; vi |

0 | 0.000000 | 4.000000 Newtonverfahren
1 | 0.000000 | 2.000000 n
2 | 1.000000 | 2.000000

0 | 4.000000
3 | 1.500000 | 2.000000

1| 2.649351
4 | 1.500000 | 1.750000

2 | 1.968516
5 | 1.625000 | 1.750000
6 | 1.687500 | 1.750000 3| 1.754233

: ' 4 | 1.732276

7 | 1,718750 | 1.750000 5 | 1732051
8 | 1.718750 | 1,734375 :
9 | 1.726563 | 1.734375
10 | 1,730469 | 1.734375

b) f(z) = 5(z° +2) = f'(z) = 2*. Fiir o = 1 ergibt das Newton-Verfahren

r1 =29 — —Ll}f,(a‘;%) =0.

x ist keine Nullstelle von f, denn f(0) = %. Das Newton-Verfahren ist wegen f'(0) = 0 nicht
mehr durchfiihrbar. Graphisch betrachtet: Die Linearisierung von f im Punkt z; liefert eine
waagrechte Tangente, die keinen Schnittpunkt mit der z-Achse besitzt und somit auch keinen
neuen Iterationswert xs.

1.5

-5 1 ‘o5 o's 1 1ls

_15]

Graph von f(z) und waagrechte Tangente in z1 = 0

c) flz) =222 +322+r—-1= f'(z) = 622 + 62+ 1
Fiir g = 1 liefert das Newton-Verfahren

f(@o) f(z1) -1
f'(zo) fl@)

Wegen f(0) = —1 und f(1) = 1 sind z; und x2 keine Nullstellen. Da zy = z¢ gilt entsteht
ein Zyklus und das Newton-Verfahren konvergiert nicht. Es gilt xa,, = 29 bzw. 2,11 = z1.

T1 = Xo — =0und 22 =21 —

_asd

Graph von f(z) und Tangenten in o =1 und z1 =0



