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Aufgabe 1 a) f(z) =arsinhz = f'(z) = =3~ = 75 = o i@ = e it - Ve
b) f(x) = (cos2z)es™? = f'(z) = —2sin22e5" + cos 2ze5™? cos x

= (cos 2z cos x — 2sin 22)esin®

¢) f(z) =ln(lnz) = f'(z) = ﬁ%
d) f(.%') — xSi“w(sinx)$ = f'(.’E) — (wsinw(sin :E)w)' — (esinwlnz _ewln(sinw))l

= (esineinatzInGing)y — (cosgInz + sinzl + In(sinz) + L cos z)esin 2 Ine+ein(sine)
= (coszlnz + 22 4 In(sinz) + z cot )25 ¥ (sin z)”

Aufgabe 2 Mit vollstindiger Induktion zeigen wir folgende Ausssage:
Fiir jedes n € Ny gilt: f(™) existiert, und mit einem gewissen Polynom p, ist

)y _ [ pa(2)eTF), w2 #£0
fa) { 0, z=0.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt die Behauptung nach Defintion von f mit p;(y) = 1.
Induktionsschluf}: Fiir ein gewisses n sei die Behauptung gezeigt. Auf R\{0} gilt mit Ketten-
und Produktregel: f(") ist differenzierbar. Es ist

wtl) Lyye=(3) Liem@Ey = 1 b3 L2 -3
Fon = (Pn(;))'e @ +Pn(5)(€ @ )'——m—zpln(g)e g +Pn(;)(ﬁ€ =27)
Ao L 20 Le-d
( x2pn($)+w3pn($))e °

Mit ppy1(y) = —y?pl (y) + 2y°pn(y) gilt also fiir z # 0 die Behauptung. Beachte: auch p!,
ist ein Polynom. Es bleibt zu zeigen:
pa(L)e=7)

M () — f(M)
limf (z) = F0(0) =0, also lim —&

z—0 z—0 z—0 T

=0.

Es ist bekannt, daB y*e~¥ — 0 fiir y — oo. Setzen wir y = |z|~1, so gilt |z| ke~ =T — 0 fiir
1

z — 0. Fiir [z < List —25 < —ﬁ und somit auch z=%e~2% — 0 fiir z — 0. Der Grenzwert

ist somit 0.

Aufgabe 3 Fiir z # 0 ist ¢ Komposition und Produkt differenzierbarer Funktionen und
somit nach Produkt- und Kettenregel selbst wieder differenzierbar. Fiir « # 0 gilt auflerdem
1 1 1 1 1
g'(x) = 2xcos = — z° sin—(— —2) = 2z cos — + sin —.
x x x x x
Zum Nachweis der Differenzierbarkeit im Nullpunkt wird gezeigt, dafl der Grenzwert des
Differenzenquotienten im Nullpunkt existiert. Sei h # 0. Dann ist
g(h) —g(0) _ h?cos

1
- = Y —hcosﬁ.

Wegen |cos | < 1 ist mit h # 0 und Ain}) (hcos ) = 0 die Funktion g auch im Nullpunkt
—

differenzierbar, und es gilt ¢'(0) = 0. Die Funktion g ist ein Beispiel fiir eine differenzierbare
Funktion, deren Ableitung nicht stetig ist, denn der Grenzwert lirrb g'(z) existiert nicht, da
T—>

lim sin 1 nicht existiert.
z—0 z



Aufgabe 4 a) Nullstellen: z =2

Extrema: f'(z) =22+ 1+ (z —2)20 =32 -4z + 1, f'(z )—0:>:1:1—1 Ty =%

f"(z) =6z —4, f"(1) =2 >0 => rel. Min in Pnin = (1,—2) und f"(3) = -2 < 0 = rel.
Max in Pmax = (%, —%)

Monotonie: f monoton steigend, also f'(z) > 0, fiir # < § und = > 1; f monoton fallend,
also f'(z) <O0fir : <z <1

Wendepunkt: f”(z) = 0, also 6z —4 = 0 = z = 2 und f"(%) = 6 # 0 und somit

P =(.-B).

RN

Funktion f, erste Ableitung f’

b) zz: f: R > R f(z) = e®” + z% — 2 hat genau 2 Nullstellen auf R. Betrachte f fiir
x >0, f stetig und f(0) = —1 < 0und f(1) =e—1> 0, d.h. f besitzt nach ZWS minde-
stens eine Nullstelle in (0,1).

Monotonie: Sei z >y >0 =522 > y2 => &% > eV (Monotonie der exp-Fkt)

= f(z)=€* 422 —2>e¥ +y2 =2 = f(y), d.h. f wichst streng monoton in [0, c0) und
hat somit hochstens eine Nullstelle in [0,00) = f hat genau eine Nullstelle in [0, 00) und
da f achsensymmetrlsch Zur y- Achse denn

f(=z) =" 4 (—2)2 =2 = " + 22 — 2 = f(z) hatf genau eine Nullstelle in (—oo,0) und
somit genau 2 auf R.

Aufgabe T1 a) f:(0,00) = R, f(z) = 5/8:57—}—;—3 — (8x7+;—3)%_
= f'(x) = L(827 + Z)7% - (562° — &)

b) f: R\{0} = R, f(z) = 51n(cos(z2’7)) Mit der geschachtelten Funktion f(z) = g(h(i(z)))

und mit i(z) = (i(z)) = cos(%=1) erhzalten wir f'(z) = ¢'(h(i(x 2)) B (i(x)) - (x
(Kettenregel). Und mit g'(h(i(z))) = cos(cos(%5 )) h(i(z)) = —sin(z5;7) und #'(x) =

2_g.2 22
10z 255;2 +35 _ 525—;-35 fOlgt
-7 5z% + 35
f’(w):cos(cos( ) (—s1 )( = )
c) f:R\{0} » Ra € R", f(z) =In(a \/| |) In(alz|s). Mit der Kettenregel und mit f(z)

wie in b) und i(a) = |al, A(i(x)) = alal ist g'(h(i(2))) = =, H(i(e) = ala|~F und
1, >0

i'(x)z{ 1 z<o = f’(x):a%-%ax_%, fiir x >0

bzw. f'(z) = - L_. laz=¢, firz<0

Vel

o

1
1—z2°

d) f: R = R, f(z) = arcsin(-Ly) = arcsin(e~®"). Die Ableitung von arcsinz =

et

2

Mit der Kettenregel (und z = e™?") ergibt sich

fl( ) _ 1 ( 9 7w2) _ —2:6‘ _ —2.’L‘
SV = (e=2%)? " C Vl—e22%ert [T e 2/
—2x —2x

\/621-2 _ 67212 j 62m2 = \/eZwQ —1

e) f:R—> R, f(z)=(3cos®z +In(l + 22))5

f'(@) = $(Bcos’ z +In(1 + 2?))~ 5(—6sinzcosz + 2x))

1+m2(

2

0.f) f:Ro R, f(z) =e® f(z) =2sinzcoszes™ =



Aufgabe T2 a) fi(x) = o) = fi(s) = () = (2] = e (L (7 In))
= x(wz)(%(zw)lnx—}—mw%) = w(fcm)(d%(ewlnw)lnm—}— %) = g(@") (ezIne d “(rInz)lnz 4 & )
=z (z"(Inz 4+ 1)Inz + ) = @)z ((Inz)? + Inz + 1)

b) fo(x) = (2¥)®. Ist h : I — R’ eine differenzierbare Funktion auf I C R, so haben
~~
=g(z)

wir unter Verwendung der “logarithmischen Ableitung” (Kettenregel):

LInh(z) = ’;:((:)), also '(x) = h(z)- In h(x). Dies verwenden wir und erhalten so

£3(@) = fo(2) (e In(g(2) = fo(z) L ( ?Inz) = (2°)*(2zlne + 2%1) = (2°)*2(2nz + 1)

c) f3(a T) = 2% — fiz) = 4 (x(m")) dw(e(z“lnz)) — e(z‘"lnm)%(wa Inz)
=2 (az® tlng + 2% ) = 2z Yalnz + 1)

d) f4( ) — pla®) — f4( ) dz(x(a“”)) — %(e(amlnz)) Ze(awlnz)(az lnalnx—}—az%)
=2*a%(lnalnz + 1)

d) fs(z) = o*) = fl(z) = %(a(mm)) = a(mm)lna%(xm) und da £ (2%) = 2%(Inz + 1)
(siehe a)) = fi(z) = o) Inaz*(Inz + 1)

Aufgabe T3 Die Funktion f erfiillt in (0,1] fiir alle @ € R die Eigenschaften a) bis d).
Betrachte deshalb z =0
a) a < 0: Wegen sin(2EH ) =1, (k € Z) liefert x, = @ :

3 ™

khm zr =0 und hm sm =1+# f(0) =0, also fiir & = 0 in 0 unstetig.
—00
lim —; sin \/lz_k = oo, also fur a < 0ist fin z = 0 unstetig.

k—o0 Tp
1

a > 0: Da sin 7 beschrinkt ist, gilt al)ll&) 2% sin ﬁ = 0= f(0), also f in = = 0 stetig.

b) Ist f in # = 0 unstetig, dann auch nicht differenzierbar. Betrachte daher: a > 0.

O<ax<l: lim M = lim z%~!sin -1 existiert nicht, da mit z;, wie in a)
=0 @—0 Ve

L_ = 00. Also f in = = 0 nicht differenzierbar.

i i =Sl e =
a =1: wegen khm sin \/15 =1 und hm sin \/— = 0 mit z}, = ﬁ exisitert f'(0) nicht
—00 k
und somit f nicht differenzierbar in 0
a > 1: hier ist 11r% x% Lsin \/— = 0 und somit f in 0 differenzierbar mit f'(0) = 0.
—

c) Wir betrachten wegen b) nur a > 1. Fiir z € (0,1]ist f'(z) = az® ! sin %%—w"(—%)w*% cos ﬁ
= az® !sin ﬁ — 12973 cos ﬁ

l1<a<$:Mitz = m ist lirn fl(zy) = hrn (— L a) = —00, also f' unbeschrinkt.

3_
2

k—o0 2‘%
a>3:|f(z)| = |az>” 1s1nT——:t:"‘_§cos | < alz®” 1||SIH\/_|+2|$0‘_5||COS\/_|
<1 <1
= -

< a+ %, f' also beschrinkt.

d)a=3:z,= (2k7r)2’ hm fl(zr) = hm (oz:v,C ! sin(2km) — £ cos(2km)) = =1 # £(0) = 0,

also f' fir a = 3 unstetlg.

1 1 s 1
= 1li a-l gin— — 2 — =0=/f Iso fii
a il_r}r}]f( x) il_l’}%()é:(: sin N ilg%ﬂx 2 cos Tz 0 = f'(0), also fiir
-0 o —
beschrinkt 7% beschrinkt

a > 2 ist die Funktion f stetig differenzierbar.



Aufgabe T4 Mit der Abkiirzung DF fiir (Z—k,c lautet die Behauptung

n

(i)=Y (1) @@k av).

k=0

Diese Formel erinnert an den binomischen Lehrsatz und kann analog dazu mit vollstindiger
Induktion bewiesen werden.

Induktionsanfang: n = 0, klar.

Induktionsschritt: n — n + 1.

(Iv)

0 = b)Y p(3 (§)prtint)

— Z (n) (Dn+1—kakg + Dn—kak—',-lg)

k
k=0

= (D™ f)g+ i { (Z) + (k " 1) Jprtick Dk + (Z) fDmHg
e

n
_ TL+1 Dn+1fDog+Z n—l—l Dn+1—kakg+ n+1 DOfDn+lg
n+1

0 P k
n+1
n+1 _
= Z ( k )Dn+1 kakg.
k=0

Mit der Leibnizschen Formel und der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion kann man

den Binomischen Lehrsatz erhalten. Sei hierzu (4)*ef® = ¢ke'€, wobei £ € R eine beliebige

Konstante. Wenden wir ()" auf beide Seiten der Gleichung

et(z+y) — etwety’
an, so erhalten wir
~ n
z + net(z-i-y) — g kete koty
(z +y) kE_O & y

Setzen wir nun ¢t = 0, so erhalten wir den Binomischen Lehrsatz.



