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Aufgabe 1 Definitionsbereich: Die Funktion f ist fiir z = 0 nicht definert = D = R\{0}

Nullstellen: Die Funktion besitzt keine Nullstellen, da e*= # 0 und ﬁ;-l-z? # 0 fiir alle z € D.

Verhalten am Rande des Defintionsbereichs: 1i_>m flz) = Em flz)=0
T o0 T — 00

in der Néhe von ¢ =0 :

i)a=0: lim f(z)= lim f(z)= lim Le’ =0
z—0+ z—0— z?O z

. . . — . 1 a; —

i) a>0: zlgg+ flz) = zlgg+ FTaze 00

lim f(z)= 1 e*s =0

z—0~ z—0

1
m a?+z?

T 1 1 a% —
i) a<0: wl_l)r(r)l_‘_ f(z) = zlggh e 0

. . 1
Jm f(@) = lim Grigets = o0
Extrema: f'(z) = —ziomzes — ohgz€ (- — %),
fl(x) =0, wenn — 225 — & =0 = -20° —o® —2%a =0 <= 22 + o® + 2%a = 0.
Polynomdivision: (x = —«) ist Nullstelle

(223 + o® + 2%0) : (z + ) = 222 — az + o?
—(223 + 2ax?)
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@ @

e
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—az? +a?
—(—az? — o’7)
o’z + o?
—(a?z + a®)
0
2 — L+ 0‘; =0 (z— %)2 = —% —> keine weitere Losung.

Die einzig mgl. Extremstellen sind: « >0=—= 2 =—-aund a <0 =2 =«

Es handelt sich jeweils um ein Maximum, denn z.B. fiir z = a (a < 0) haben wir
f(x) >0Vz e D wll}rr;of(a:) = z1_1>r(r)1+f(:1:) =0.

Skizzen:

Bildl: a =0 ‘ Bild2: a = 0.2 Bild3: o = —0.20

—
e

J o\ /4 \

”/,/ | \‘\"”’T 3 5 = // Z“F \\ = 3 — ’/,f “‘“‘ \

Aufgabe 2 a) Betrachte die Funktion f(z) = cosz. Zu jedem z > 0 existiert dann nach
dem Mittelwertsatz ein £ € (0, z), so dafl
- —1
o= 1@ =F0 - o g 2L
z—0 T
Insbesondere gibt es zu z, = < ein solches &,. Fiir z, = L ist dann &, € (0,1) und es gilt
&, — 0 fiir n = oo und
1 1—cosz, n—0o

n(l—cos—) = ———— =sin§, — sin0=0
n Zn



b) Wir nehmen hier f(y) = cos,/y. Zu jedem x > 1 existiert dann £ € (z — 1,2 + 1), so dafl

osve+1—cosvoe—1 —siny/¢
2 o 2yE

Dann ergibt sich als Abschitzung |cosvz +1 — cosv/z — 1] < % und da fiir £ — oo auch
& — 00, ist der zu bestimmende Grenzwert 0.

fla+1) - fz—1)
(z+1)—(z—1)

= f'(¢), also -

¢) Jim (Vo +1 - a—1) = lim (V=2 = lim (o) =

= hm sin(vz+1—+z — ) =sgin lim (Vz+1—-+v/z—-1)=0
T—00 T—00

0

: —_—COS-"U U'H —z+sinz lH —14cosx —
Aufgabe 3 a) i% W - hn%) sin o+ cos ¢ hr% 2cosz—xsinz 0

. UH . 1 .
b) lim zlnz "= lim 2 lim —= = lim —z =0
z—0 z—0 = z—0 — z—0

Ing !
I

c) mit b) folgt: lim z” = 111%65“” =TI 0 _
z—

3
tan 3z l_H cos232 — 3( 13 cosbz\2 I /H 3 —bsindz\2 _ 3/5 \2 _ 5
d) Jim Gnse = et = 5(lim Ce)” = 5(lim SEns)” = 5(5)7 =3

e) Wir betrachten die Taylorentwicklung von f(z) = In(1 + ).
@) = (1 +2), /@) = 1, £(2) = —riegrs 17(2) = 1rgs-

Das zweite Taylorpolynom ist somit T5(z;0) = f(0) + f'(0)z + f”(o) x2 =z-Z.

Fiir z > 0 existiert ein £ € [0, 2] mit Ra(x;0) = f(z) — Ta(z;0) = (5) 23 = L 2® >0

3(1+€)°
Fir f()undz>1listIn(1+2) =1 - L + R(3;0) > L - 5 >0und es gilt mit z > 1
2

T

22 —2 2 —2 _
0§1(1+)< 6_2%2:”2;_1 <2z2.e77 — 0 (n — 0)
coshz __ % — 1; 1 —2zy _ 1
f) zh—{go e® zll}Hgo e® o a:ll}H;o 2(1 te ) T2
. mz oy tanZE UH L el (B aoo otl 12
g) w—1:£I11+(x+1)tan 2 _w—lir—nl"' mil B :c—I:I—nl‘*' 7(m-1i—1)2 B 2($—1)1—1+ COS("QJ))
UH _xooy; 1 2 _ _m.(1y2_ _2
= 2(m_1}§11 7%sin(%)) =3 (g) ==z
Aufgabe 4 a) f(z) = (4o +5)73, f'(z) = 4(-1)(4z + 5)75,
7 _1_
(@) =4(-3)(- %)(437-1-5)‘3- S®(x) = ( $)F1-4...(3k—2))(4x +5)"57F

— T(2;0) = 33 +z( FTSEICTEE wie I

Bild4: Funktion f und die Taylorpolynome T;(z;1) fiir i = 0,1,2,3

¢) Ts(x;1) =373 —4-3"3 (2 —1)+32-37% ( —1)2 —896-3~% (2 — 1)3
Fehlerabschétzung (Approximation von f (%) durch T3( 1)):

)

F3) = T3 1) = 1Rs(3: 1)) = T2 G - 1| = (= )4%@—1)%

Gemif Taylorschen Satz gilt 1 = 2o < £ <z = 2 und (46 +5)~ s kann nach oben mit & = 1
3

0.0-

abgeschéitzt werden: |f(2) — T3(3;1)| < |%| = 580 <1.69-10*.

-



d)Tp(3;1) =37 = 0480749, T1(3;1) = To(3;1) —2- 35" =0.445138,
Tp(3;1) = Ty(3;1) + 8- 37 = 0450414, T3(3;1) = Tp(3;1) — 112375 = 0.449502.
Da f(2) = 1173 = 0.449644 ist der tatséichliche Fehler |£(2) — T5(3;1)| = 0.00014169.

Aufgabe T1 f(z) =In(32® + 2z + 1) =In(3(z + §)* + 2)
Definitionsbereich: D = R
Symmetrie: Die verschobene Funktion g(z) := f(z — %) ist gerade, denn
9(@) = flz — 1) = (32 + 2) = In(3(=2)? + 2) = g(~a)
und somit f(z ) achsensymmetrlsch T =—g.
Pole: keine
Verhalten im Unendlichen: lim In(3z% + 2z + 1) = 00
T—Fo0

Nullstellen: In(32? + 224+ 1) =0 =32 +22 =0 =21 = —%, 2, =0
Extrema und Monotonie: f'(z) = 5282425 =0 = 23 = —3, also

f'(z) <0 fiir x € (—o00,23) und f streng monoton fallend bzw.

f'(z) > 0 fiir € (x3,00) und f streng monoton steigend

= x3 ist strenges globales Minimum.

_ 142 2
Wendepunkte und Konvexitét: f”(z) = %ﬁﬁf?—) =0= 14 = _%_ g, T = _%4_%

<0 fir z € (—o0,z4) = f{ist streng konkav
= f"(z){ >0 fiir z € (z4,25) = fist streng konvex
<0 fir z € (z5,00) = fist streng konkav.

Es gibt somit 2 Wendepunkte z4 (Rechts-Linkskurve) und z5 (Links-Rechtskurve).
Graph f(x):

4

Aufgabe T2 a) Die Funktion f ist eine auf einem beschrinkten und abgeschlossenen In-
tervall (I = [—2,2] kompakt) und stetige Funktion (Polynom) =—> globales Max. und Min.
wird angenommen (Min-Max-Eigenschaft).

b) f(z) = 2% =e*™* > 0, f'(z) = e"™"(lnz +21) =2"(lnz +1) =0 <= Inz+1 =

Monotoniebetrachtung: 0 < z < % = lhnzr+1< 0= f'(z) < 0= f ist streng monoton
fallend in (0, 1)

x>z = lna: +1>0= f'(z) > 0 = [ ist streng monoton wachsend in (%,oo). Bei
g=1 1 liegt somit ein globales Minimum.

Aufgabe T3 a) Esist f(z) =sinz, f'(z) = cosz, f"(z) = —sinz, f"'(z) = —cosz,
f™(z) = f(z) und

fU) () = f(x) =sinz, fEHD () = cosz, fH*+2) (z) = —sinz, f4*+3)(z) = — cosz.
Da f+1)(2) = cos L = 0 und fA*+3)(Z) = —cos T =0 is
- x 1)"(z—2)>"
T(x; %) = 2—:0%
b)




c) Ts(z; 5) =1 — 4(z — £)?, Fehlerabschitzung:

(4) sin
(3 = T3 9l = [R5 5)| = | T2 (35 = 1752 (359,
nach dem Taylorschen Satz gilt § =z < f < mo = § und somit kénnen wir sin{ nach oben

abschétzen mit £ = 7 und erhalten als Fehler

w

1) =T ) < 155D < 1,05, 107

2
d) Taylorpolynome: To(z;%) = 1, Ti(z;%) = 1, To(2; %) = 1 — 2(z — £)?, Ta(z; %) =
1-i(z-1%)% Auswertung von T3(2, z =

1
) =1—1(35%)? = 0,99749394 und Verglelch mit
f(3) =sin3 =0,997494986 liefert den Fehler |f(3) — T3(2;2)| = 1,05...- 10°©

Aufgabe T4 a) Mit In(e3® — 52)% = In(e™~52) o halten wir

xr
: 3¢ _ et VH G 3¢5 UH 9e3= UH . o7e3®
mlgr;oln(e 5x) = hrrolo - lim 5 lim % =3

Tr—>00
Also lim (e3$ —5z)® =¢d

T—r0o0

!
UH ..
b) lim sinez "2 Yim 4Bt =g

z—0 z—0
sm z 4 SID(ZE) .sinz
1 2 U H 2sin(2z)+2 . 42 .sin
c) lim 1—cos(2z)+tan’ o lim =" —eos¥s — iy __cos®s
z—0 zsinx z—0 sin z+x cos x z—0 22 +cosz
_ 442 _ » . sin(2z) sinz
=137 =3, denn fiir z — 0: —3 —>1,cos3 =2, 5% =1 1 .
d) lim cosw—\/l z2 lH m —Snete(l-z 3~ lH —cos:c—i—(l—:c2)_5—i-x2(1—7;2)_§
z—0 w—)O 4a® q:—)O 1222
5
U'H lim sinz+z(1—z2)_2+2:c(1—z2)_§+3z3(1—z2)_§ U'H
T 250 24z o
2y—3 2 2,—2 2\—2 2 2,-2 2 2y- 5 4 2\— 1L
lim cosz+(l—z*)" 243z (1—2")"242(1—2*)" 2462 (1—2*) " 2492°(1—2°) " 24152 (1—2*)" 2
z—0 24
-4 _1
T 24 7 6 .
3 arctangz ! H TTY R —:‘C“a““ z—(14a”) arctanz I H
M 9 I nr " _— . arctan @ > —_ :
e) ;11)1}] z?2 In z =3 ;llﬁ) 2z =3 III’I}) arctanz ;llﬁ) 2z3(14+z2)
. 1 . . e—(14e? UH , 1. .
3. lim = lim. . lim ( +102 )3arctanw H 3.lim 1—1—26za2rctanw — _ lim 2actanz _ 1
z—0 = z—0 14+ x2 z-0 z z—0 z z—0 z
———
- =1
3
Also lim (2rctanz)zz — =1
z—0 z
_ ln(arcsm z) lH 1 1 2
f) Fiir z > 0 gilt: hm tan:cln(a,rcsm x) = ;gr}) T il_m pro m( sin” z)

2sinzcosz

r—Q ————T arcsinz+1
(1-22)2

lim (arcsinz)®"? = 0 =1
z—0

= 0 und somit

( 1 __ coszT
tanz sinz

=cotz, (cotz) = —5)



