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Aufgabe 1 a) Diese Folge ist konvergent, denn es gilt

n*+3n—4 1/n+3/n*—4/n° 0o 0+0—-0
L+n2+4n3  1/nd+1/n+4 0+0+4

b) Diese Folge ist divergent, denn sie besitzt die zwei Haufungspunkte 1 und —1.

c) Wegen (u — v)(u +v) = u* —v?, also u — v = (u® — v?)/(u + v), ergibt sich

9n2+2n+1_3n:9n2—|—2n+1—9n2: 2n +1
VI +2n+1+3n V2 +2n+1+3n
B 2+1/n o 21
9+ 2/n+1/n2+3 Vo+3 3

d) Der binomische Satz liefert
42
42 42
(1—|—n)42 = ; (k>nk :oc0+ozln+-~-+oz42n42, wobel «y = (k)
Wegen s = (42) =1 ergibt sich (1 +n)*? —n*? =ag+ an+ - - + aynt. Folglich:

ag + an + - - + agon® 4+ oy nt
AT

« n—oo 42 42
:—+—+ +—4O+0441—>Oé41 = = 42.
n 41

Ay —

k=2 k=2 k=2 k=2 k=2
n n n+1
k—1 k+1 k k
_kl;lz kl;lz * kHI kH 1 n+1l n+1 1+%n—>oo 1
k=2 k=2 k=2 k=2



f) Wir gehen éhnlich wie in Teil ¢) vor. Wir verwenden

U™ — ™ = (u - U)(’U,mil 4 umf2v S uvme 4 Umfl)’

fiir m = 10. Setzen wir b, := V14 3n~4 +n=?, dann ist u = b, und v = 1 und wir erhalten

BO—1 !B t4n?)  34n70
B +05 4+ 1 b +bS+--+1 b +b A+ +1

an = n'(b, — 1) =n*-

3

und wegen b, — 1 folgt a,, — {5 (n — 00).

Aufgabe 2 Die Folge ist durch die Rekursionsvorschrift

ar = V2, an1 =V2+a, (neN),

gegeben. (Offenbar sind alle a,, > 0; also kann man die Wurzel ziehen.)

Die Folge ist monoton wachsend, wie wir nun mit vollstdndiger Induktion zeigen:

Induktionsanfang: Es gilt as = /2 + V2>V2=a.

Induktionsschlufl: Es sei bereits a,, > a,,_; fiir ein gewisses n > 2 bewiesen. Dann folgt
Apt1 = V2+a, 2 \/2+an—1 = Qp.

Als néchstes zeigen wir, dass die Folge nach oben durch 2 beschrankt ist:
Induktionsanfang: Es gilt a; = v/2 < 2.

Induktionsschluf: Ist a, < 2 fiir ein gewisses n € N bewiesen, so folgt

np1 = V24 a, <V2+2=2

Da (a,) monoton wichst und nach oben beschriankt ist, konvergiert die Folge gegen einen
Grenzwert a € R. Alle a, sind > 0, also gilt dies auch fiir a. Durch den Grenziibergang
n — oo in der Rekursionsformel ergibt sich fiir a die Gleichung a = /2 + a. Quadrieren liefert
a’ =2+ a, also a®> — a — 2 = 0. Diese Gleichung hat die zwei Losungen

_ 1 1 _ 1 9 1 3
0/1,2—5:& Z+2—§:|:\/;—§:|:§

Wegena}()folgta:%—{—%:z

Aufgabe 3 a) Wir haben die folgende Aquivalenzenkette:

Uy < tpiy = (V"< (n+DN)YOTY s () < (4 1)
s - <n+1)! & @M <n+1
< nl=n-n—-1)-n—-2)-...-3:2- 1< (n+ 1"

TV
n Faktoren



Die letzte Ungleichung ist immer richtig. Obige Ungleichung kann auch mittels der Unglei-
chung zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel gezeigt werden:

1+2+--- inn+1
(n!)l/n:n1_2.“n< + +n +n:2 (n >:%<n+1)<n+1‘

b) Fiir b, := n!/n™ gilt

o Vi
W= =V

n
Um den gesuchten Grenzwert zu berechnen betrachten wir

n n -n ny\ —1
an: (n+1)! nt_n _ n+1 _ 1+l nooo 1
by, (n+ )"t nl (n+1)» n n

Da aus a, > 0 und lim = Ontl _ L folgt lim {/a, = L ist auch /b, — e~! fiir n — oo, also

n—oo an,

lim &% = lim Vb, =1/e.

n—oo M n—00

Aufgabe 4 Wir wissen schon, dass a,, — e fiir n — oo gilt; wir miissen also nur noch zeigen,
dass ([an, b,)) eine Intervallschachtelung ist. Dies bedeutet: (a,) wéchst monoton, (b,) féllt
monoton, es gilt a, < b, fir alle n € N und b, — a,, — 0 fiir n — oc.

(a,) wichst monoton: Zu zeigen ist a,, < a1, also

1 n 1 n+1 77/+1 n n+2 n+1
14+ — < (1 <
(+n> (+n+1) - ( n ) \(n+1)
2\ " n
((n+1)) <n—|—2 . (n(n+2)) >n+1

nn+2)) “n+l (n+1)2) ~ n+2

Die letzte Ungleichung gilt: Die Bernoullische Ungleichung liefert ndmlich

(65) = () - () e

und wegen (n+1)*> =n?+2n+1 > n? + 2n = n(n + 2) folgt

21_L:1_ 1 :n+1.
n(n + 2) n+2 n+2

(b,) fallt monoton: Wir formen die Aussage b, > b, 1 dquivalent um:
n+1 n+2 n+1 n+2
" l > (14 1 o n+1 > n+2
n n+1 n n+1

(n—+1)>2 ”+1>n+2 ! "“>n+2
-~ 7 > — _— > .
n(n + 2) n+1 n(n + 2) n+1




Um die letzte Ungleichung zu zeigen, verwenden wir wieder die Bernoullische Ungleichung und

(n+1)* = n(n+2):
1o\ 1 1 1 2
14 n n + 14 n—+ 1 :n—l— .
n(n + 2) n(n + 2) (n+1)2 n+1l n+1

Die Monotonieaussagen sind damit gezeigt. Weiter gilt

1\ 1\" 1\" 1 .
bn—an=(1+—> —(1+—) :<1+—) <1+__1>:a__

n n n n n
a, = 0, also a, < b, und wegen a,, — e fiir n — oo ergibt

Wegen a,, > 0 folgt hieraus b, —
sich b, — a,, — 0 fiir n — oo. Damit ist alles gezeigt.

Aufgabe 5 a) Fiir jedes N € N gilt

TR T TR I R
—~ (n+1)! B “—~ (n+1)! B —\nl (n+1) S0 (N41)!
Folglich konvergiert die Reihe und hat den Wert 1.
b) Diese Reihe ist divergent. Es gilt namlich
1 1 11
Ap = > :_'_::Cn>ov
2n+1" 2n4+n 3 n

und da die Reihe )~ | 1/n divergent ist, gilt dies auch fiir Y~ | ¢,; die Divergenz von )~ | a,
folgt mit dem Mlnorantenkrlterlum

c) Nach dem binomischen Satz ist
A NS AN AN DA R IR AN
BIORNOMIBIGROICHEO
k=0 k=0

Wir haben also eine geometrische Reihe vor uns; sie ist konvergent und hat den Wert

=, /3Y\" 1
Z<1>:1—%:4'

d) Fiir jedes n € N gilt

I 1 1 1 1
n?2—1 (2n—-1)2n+1) 2\2n—1 2n+1)°

Daher gilt fiir jedes N € N

1
2

i _1Z 1 1 1\ Neoo 1
n?—1" 24=\2n—1 2n+1 2.1-1 2N +1 2

n—=



und damit konvergiert die Reihe mit Wert %

e) Es gilt

Trm_n_un?—n?_ 1 N 1 1
VitnZ4+n V1+n2+n VAn2+n 3n

und da die Reihe iiber ¢, divergiert, gilt dies nach dem Minorantenkriterium auch fiir die zu
untersuchende Reihe.

=:¢, = 0,

f) Aus der Vorlesung kennen wir die Darstellung m = % — %H Damit ergibt sich

n(n+11)(n+2) :n(nl—i—Z) N (n+1)1(n+2) _%(l nl )_ <n%1—1_n—1i-2>

1/2 1 N 12 1 1 1
n n+l n+2 2 n+1 ) n—|—1 Cn+2)

Fiir N € N erhalten wir daher

SUNTT NV
nzln(n+1)(n—|—2)_2 n n+l 24=\n+1 n+2

n=1

171 1 1/1 1 Nooo 1 1 1
~2\1 N+1) 2\2 N+2 2 4 4
Die Reihe ist somit konvergent und hat den Wert i.

S S l( L 1
n(n+1)(n+2) 2 \n(n+1) (n+1)(n+2)

Bemerkung: Man konnte auch ) verwenden.

Aufgabe T1 Daz; =1 und z,1 = /37, (n € N) sind alle Folgenglieder z,, > 1.

Die Folge (z,) ist monoton wachsend. Wir beweisen dies mittels vollsténdiger Induktion.
Induktionsanfang (n = 1): zo = /32, = V3 > 1 = 21,

Induktionsschritt: Sei z,, > z,_; fiir ein gewisses n > 2 bereits bewiesen. Dann folgt

Tpi1 = V3T, > \/3xn_1 = x,.

Als néchstes beweisen wir, dass die Folge nach oben durch 10 beschrankt.
Induktionsanfang (n = 1): z; = 1 < 10,
Induktionsschritt: Sei z,, < 10 fiir ein gewisses n € N bewiesen, dann ist

Tni1 = V32, < V30 < 10.

Da die Folge (z,) monoton wachsend und nach oben beschriankt ist, konvergiert sie gegen
einen Grenzwert x. Fur lim z,,_{ = hm Tp = x gilt

n—oo n—

hm:zn—hm V3T, =V3z & 2°=3z & =3 V (x=0).

n—oo

Da x > 1 ist x = 3 der Grenzwert der Folge.



1
3 2 ~/m3 2 3+ ﬁ+n_4 00
Aufgabe T2 a) a, = wAV e

3
= — =3, also: li n = 3.
n2—n+1 1-14+ 5 1 yamor e

b) Da 3= /3" <a, = /2" +3" < /3" +3" = Y23 =3 /2, ist

= lim 3< lima, < lim 3-¥V2=3  (da lim V2 =1),

n—oo n—oo n—oo n—oo

und nach dem Sandwich-Theorem somit lim a, = 3.

3
c) Fiir gerades n = 2k (k € N) ist a, = ag = (1 + ﬁ)ﬁk = ((1 + ﬁ)M)Q ST 63, da
lim (1 + i)m =e.

m—00 m

Fiir ungerades n = 2k — 1 (k € N) ist a, = agp—1 = (1 — ﬁ)%_g = (4’“’3)%_3

4h—2
6k—3 6k—3 3 3
N\ 4k—2 B 1 - 1 \4k-3 1
1 (1 ) 1
k=3 T3 T T3
koo (1\2 3 _a . . 3o _3
= (—) -12 = e72. Es ist also limsup(a,) = e2,liminf(a,) = e"2. Der Grenzwert
e
lim a,, existiert nicht.

d) a, =2"""(V3+14)" = 2'7"(2(cos(%) + isin(E))" = 2(cos(%E) + isin(%E))
( V3+i firn=1,13,25, ...
1++3i firn=2, 14, 26, ...

V3—i firn=11, 23, 35, ...
\ 2 fir n = 12, 24, 36, ... .

Die Folge (a,) besitzt 12 Haufungspunkte: +2, 424, +1 + /3i und ++/3 +i. Der Grenzwert
lim a, existiert nicht, limsup(a,) und liminf(a,) existieren ebenfalls nicht, bzw. sind nicht

n—oo

definiert, da C nicht angeordnet ist.

n — 2\ 2n+3 n 43— 5\2n+3 5 2n+3 —5 \2(n+3) —5 \-3
du=(3) =(m) =) =0n5) (5)
n+3 n+3 n+3 n+3 n+3

_ (n+3)\ 2 _ =3 o B B _ .
(02" ) = et

n—+3 n-+3 N—00

f) a, = vVn?+2n—n+i27"n = b, + ic,. Wir betrachten Real- und Imaginérteil getrennt:

T — = (Vn2+2n —n)(v/n?+2n+n) _ n?+2n — n?
Vvn2+2n+n VnZ+2n+n

2 2 n—oo

vrit2ntn f1g2 g

b, =




cn:2*”n—2—n — 0, da
n 2 n? 2
Bin. S. n n n(n —1) n“—% n
2"=(1+1)" "= > = = = —
1+1) kz_% <~ 2) 2 <~ 2 47
= fiir n > 2 §>nfﬁrn>2
und somit
n n 4 ., .
0 —< &5 =- 22 0= lim ¢,.
2n %2 n n—oo

Es ist also lim a,, = lim (b, + ic,) = 1. (liminf(a,) und limsup(a,) sind nur fir (a,) C R

definiert).

Aufgabe T3 Mit a, bezeichnen wir jeweils das Reihenglied.

a) Wegen {/|a,| = (/n)%e™' 2225 e7! < 1 ist die Reihe nach dem Wurzelkriterium konver-
gent.

b) Es gilt

" noan n ™" I .
Gy _ (n+ DV omt (nd —((1+= no el o,
an, (n+ 1)+t nl (n41)" n n

Das Quotientenkriterium liefert daher: Die Reihe ist konvergent.

c) Wegen |a,| < 2n/3" gilt

lim sup {/|a,| < limsup 3n = lim M =3 < 1.

n—00 n—00 n—o0

Die Konvergenz der Reihe folgt also aus dem Wurzelkriterium.
d) Wegen {/]a,| = /n —1 "= 0 < 1 ist die Reihe konvergent (Wurzelkriterium).

e) Wir wissen, dass {/n —— 1 gilt. Die Folge ({/n) ist also beschrinkt, d.h. es gibt eine
Konstante C, so dass /n < C fiir alle n € N gilt. Damit erhalten wir

1 S 1
nn =~ Cn

und die Divergenz unserer Reihe folgt aus dem Minorantenkriterium.

Ay —

f) Hier greifen wir zum Quotientenkriterium:

any1 (20 +2)!(3n+3)!  nl(4n)! 2n+2)2n+1)(3n+3)(3n+2)(3n + 1)

an  (n+DAn+40 20)!(3n)  (n+ 1)(4n +4)(4n + 3)(4n + 2)(4n + 1)

2+ He+HB+ JB+ 1) noso 2:2-3:3:3 27
T A+ harhHag A+ 1) 14444 64"

1.

Die Reihe ist also konvergent.



Aufgabe T4 Mit aj bezeichnen wir das Reihenglied. Zunéchst zur Konvergenz:

1 1

- <=
o] = Gp e SaF T

Da .-, ¢ konvergiert, folgt die Konvergenz unserer Reihe (Majorantenkriterium).

Nach Definition von sy und s gilt

o3

k=0

OO

lsy — s| = = ay

k= N+1

= lim E ag
M—o0

k=N+1

und fiir jedes M > N + 1 gilt

M M Moy ©
IRAED SR ST O3
k=N+1 k=N+1 k=N-+1 k=N+1
Folglich ist auch
=1 R | 1 1 1
sv — s < Z 3k 3N+1Z§: 3Nt1 ]_1 9.3N°
k=N-+1 k=0 3

Wenn es uns also gelingt, ein N zu finden mit

1 <110—6
2.3N T 9 ’

so ist auch [sy — s| < 31070, Wegen

1
2.3V

ist dies sicherlich fiir N/6 = 3, also N = 18 erfiillt.

< 106 - 3100 — 3V¥6> 10

Aufgabe T5 Die Reihe ist konvergent, also gilt a,, —— 0; da die Folge (a,) zudem monoton
fallt, ist a,, > 0 fiir alle n.

Nun sei € > 0 beliebig. Da die Reihe konvergiert, gibt es ein Ny mit

> €
DR ST SRS
2
n=Np+1
Wegen a, —= 0 gilt auch Ny - a,, ——— 0. Somit existiert ein N; mit Ny - < g/2 fir
n > Nj. Damit ergibt sich fiir N > max{Ny, N}
N 00 c c
N-ay =Ny ay+ Z any < Ny -ay + Z an, < No-any + Z an<§ 5:g_
n=Np+1 n=Np+1 n=Np+1

(Bei der ersten Abschétzung benutzen wir, dass (a,) monoton fillt.)



Da ¢ > 0 beliebig war, ist damit n - a,, —— 0 bewiesen.

Die Voraussetzung a,, > 0 statt der Monotonie geniigt nicht: Man betrachte das Beispiel

1/n, falls n eine Zweierpotenz ist,
Qa =
" 0, sonst.

Diese Reihe ist konvergent, weil Y .- 27% konvergiert. Wenn n eine Zweierpotenz ist, gilt
jedoch n - a, = 1; die Folge (n - a,) konvergiert also nicht gegen 0.



