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Aufgabe 1 a) Esist f,(0) = 0 fiir allen € N und fiir z # 0ist fo(2) = 5 272 0. Die
Funktionenfolge konvergiert somit punktweise gegen die Funktion f(z) = 0. Die Konvergenz

ist jedoch nicht gleichméssig, da fiir beliebiges € > 0

n 0| n < n 1 <
_ = = — £
1+ n2z2 14+ n2x2  n2z2 nx ’

|fal) = f(2)| = |

fiir n > é gilt, also keine fiir alle z € I; giiltige Abschétzung moglich ist.

Auf I, = [a, 1] mit a > 0 ergibt sich wie zuvor punktweise gegen f(x) = 0. Die Funktionen-
folge konvergiert jedoch nun gleichmissig, da fiir beliebiges ¢ > 0 und fiir alle x € I,

n 0| nx < nx 1 < 1 <
_— — = = — —_— I
1+ n2x2 14+n222 " n222 nz  na ’

[falz) = f(2)| = |

fiir n > é gilt.
b) Es gilt f,(0) =1 fiir alle n € N. Ist z € (0, 1], so folgt |1 — x| < 1 und damit
falz) = (1 —2)" =2 0.

Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen die Funktion f mit

Auf [0,1] ist diese Funktion unstetig, im Gegensatz zu den Funktionen f,; also kann die
Konvergenz auf [0, 1] nicht gleichméBig sein.

Auf [, 1] liegt jedoch gleichmifiige Konvergenz vor: Hier gilt |1 — z| < 1, also
2 g & 2

[fu(2) = f(@)] = [ful2)| = (1 = 2)"| = 1 —2]" <277,

und wie bei a) bedeutet dies gleichméfige Konvergenz.

Bemerkung: Auf dem Intervall (0, 1] ist die Konvergenz jedoch nicht gleichméfig, denn
sup{ | fn(2) — f(2)] : 2 € (0,1] } = 1.



c¢) Offenbar gilt f,(0) = 0 fiir alle n € N. Fiir z € (0,1] ist ¢ := 1 — x € [0,1) und es ergibt
sich
n N—00 i N

fn(z) = nzq

(Dass ng™ — 0 fiir n — oo gilt, folgt daraus, dass wegen {/ng™ — g < 1 fiir n — oo die Reihe
iiber ng" konvergiert.) Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen die Funktion

f mit f(z) =
Obwohl diese Grenzfunktion stetig ist, liegt keine gleichméflige Konvergenz vor. Es gilt

fn(L):nL(l_%ﬂ)n:niﬂ(niﬂ)n:niﬂ(n_ﬂ) _Ll(l-l—%)_"n_)—m}e_l.

3

Dies bedeutet aber sup,ep 1yl fn(z) — f(z)] =
groflen n und schliefit die gleichméflige Konvergenz aus

()] > %eil fiir alle hinreichend

Aufgabe 2 a) Fiir alle z € [0, 1] gilt

nz?

n3 + a3

nx? n n 1

= X X 3 .
nd+x3 " nd4+axd T nd n?

Da die Reihe iiber 1/n? konvergiert, konnen wir das Majorantenkriterium anwenden: Die
Funktionenreihe konvergiert gleichméfig (und damit auch punktweise) auf [0, 1].

b) Setzt man z = 0 ein, so hat die Reihe den Wert 0. Fiir x # 0 gilt

o) [e'9) k 2
1 1+
Z 22 2 2 2
2 2 1 2
kO 1+x ps 1+:v 1= 103 14+ 1

Die Funktionenreihe konvergiert somit punktweise gegen die Funktion f mit
0, z =0,
fz) = )
1+2°, z#0.

Da diese Funktion an der Stelle x = 0 unstetig ist, die durch die Partialsummen der Reihe
dargestellten Funktionen aber offensichtlich auf ganz R stetig sind, kann die Konvergenz
nicht gleichméBig sein. (Denn sonst wiirde sich die Stetigkeit iibertragen.)

c) Wegen 14z + 2% = (x4 3)? + 2 gilt 1 + z + 2% > 2 fiir alle z € R Folglich ist
|e—n(1+m+m2)| — e—n(l—}-m—l—mz) < €—3n/4 ]

Da die Reihe iiber e~/ konvergiert (geometrische Reihe), liefert das Majorantenkriterium
wieder gleichméfige und damit auch punktweise Konvergenz auf ganz R.

d) Fiir x = 0 konvergiert die Reihe offensichtlich mit Wert 0; fiir z # 0 folgt die Konvergenz
aus dem Leibnizkriterium. (Natiirlich konnte man den Wert wieder konkret ausrechnen, da
es sich um eine geometrische Reihe handelt.) Wir setzen

f(z) = ; % und fulz) := kZ (=1)%e*



und zeigen nun, dass sogar gleichméflige Konvergenz vorliegt. Das Leibnizkriterium liefert
fiir  # 0 die Abschétzung

Y G U W G Vol PSP
7@) = f@l =) Gy~ 2 | ST i

k=0 k=0
Diese Abschitzung stimmt trivialerweise auch fiir z = 0.
Ist ein beliebiges € > 0 vorgegeben, so gilt fiir |z| < /¢ und alle n € N

1 1
Leg,

@) = Ja@)l < $2(1 + g2t S A+ a2yt S

und fiir |z| > /¢ ergibt sich

1 1 1 1

Wihlen wir nun ng € N so gro8, dass (1 +¢)™" < ¢ fiir n > ny gilt, so folgt
|f(z) — fu(z)| < e fiir allex € R und alle n > nyg.

Damit ist die gleichméfige Konvergenz der Funktionenreihe bewiesen.

Aufgabe 3 a) Die Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1, da

/— 0, <1,
k |2kzk;2| — 2|Z|k k—o0 ‘Z‘
oo, |z|>1.
Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt keine Konvergenz vor, denn fiir |z|] = 1 gilt

|2k 2+”| = 2%, Die Reihe konvergiert somit nur fiir |2| < 1.

b) Wegen ¢/[1/n"] = 1/n 2225 0 hat diese Reihe den Konvergenzradius oo, d.h. sie
konvergiert fiir alle z € C.

c) Sei z € R beliebig und a, := (1 + %)"2:54". Dann gilt
1 n
Vlan| = (1+—> gt 2% e gt
n

Folglich konvergiert die Reihe fiir e - z* < 1 (also || < e~'/*) und divergiert fiir e - 2* > 1
(also || > e/*); ihr Konvergenzradius ist daher e~*/#. Untersuchen wir noch den Rand:
Beide Randpunkte liefern die gleiche Reihe, ndmlich

o 1 n2 Y
Z 14— e .
n=1 n

Diese Reihe konvergiert nicht, denn die Reihenglieder konvergieren nicht gegen 0: Aus Auf-
gabe 1 des 8. Ubungsblattes wissen wir (1 4+ £)” > e — 2 und erhalten damit

n2 1 1yn\ ™ 3\ n
(ea) = (5e) 2 () = () e
n (& (& n



Insgesamt: Die Reihe konvergiert nur fiir |z| < e~ /4.

d) Fiir a, :== 1+ 3 +--- + + gilt offenbar 1 < a, < n. Wegen /n 7% 1 folgt hieraus
n—0o0

/|la,] —— 1. Die Potenzreihe hat also den Konvergenzradius 17! = 1. Fiir |z| = 1

n—oo

konvergiert die Reihe nicht, denn dann gilt |a,2"| = a, — 00, d.h. die Reihenglieder
konvergieren nicht gegen 0. Konvergenz der Reihe liegt also nur fiir |z| < 1 vor.

Aufgabe 4 Wird f in | — §,6[ durch eine Potenzreihe der Form Y~ ay,z?" dargestellt,

n=0
so ist f sicherlich gerade. Sei umgekehrt f in | — d,d] gerade, d.h. fiir alle |z| < ¢ gilt
f(x) — f(—=z) = 0. Es ist

f(@) = f(-2) = Zakﬂﬂk - Zak(—x)k = Zak(l — (=1)")a2kF = ZQaQon?"“.
k=0 k=0 k=0 p

Diese Potenzreihe stimmt in | — 6, 6] mit der Nullreihe iiberein. Nach dem Identitétssatz
miissen alle Koeffizienten as,.; verschwinden. Analoes Vorgehen liefert die Aussage fiir
ungerades f.

Aufgabe T1 a) Die Reihe kann als Differenz zweier Potenzreihen dargestellt werden:

. n—1 “n+1-2 <1 >
2o Tl it T Z_:n—i-l

n=1 n=1

i": 2 xn:gi 2 xn+1:gi£:2(ew_$—1)
(n+1)! T (n+1)! T n! x '

n=2

Die Potenzreihe stellt eine Funktion f dar, die gegeben ist durch

0 z =0,
R—=R z~ 2e* —x —1
d PR Cilat Sk Y
x
- —3
b) Wir erhalten Z Z (z = cosh ((z — 3)?), also

n=

f:R—=R, z~cosh((z—3)?).

o 1 n
c) Es ist Z x+ 1)>"2 = (z+1) Z f)l)'(ij 1> = (z+1)sin(z+1), also
n:O )



Aufgabe T2 Wir suchen Zahlen a, mit

1 o0 o0
) " Z " oalso 1= (x2+2x—3)Zan(aj+1)".
n=0

n=0

Nun gilt wegen 22 + 2z — 3= (z +1)? — 4

(z° 4 2z — 3) Zan(ac +1)" = Zan(x +1)"*2 — 42%(3: +1)"
n=0 n=0

n=0
= —4dag —4ay(z+1) + Z(an_g —4a,)(z+1)".
n=2
Diese Potenzreihe soll den Wert 1 haben; wegen des Identitédtssatzes fiir Potenzreihen liefert
dies die Gleichungen

—4ap=1, —4a;=0, a, 9—4a,=0 (n>2).

Es folgt: ay = —i, ap = 0 und a, = %CL”_Q fiir n > 2. Vollstindige Induktion liefert:
aop+1 = 0 und agp, = —(i)’”r1 fir alle k € Ny.

Wegen %/|agy| = (3)0F1/k)/2 LN (3 )1/2 2 und *%/|ag11| = 0 ist der Konvergenzradius
der Potenzreihe r = (limsup {/|a,| )~ l) =2.

2

Bemerkung: Man kann die Aufgabe auch lésen, indem man f(z) = ((z + 1) — 4)! =

—1(1— (#1)») ! als geometrische Reihe entwickelt.

Aufgabe T3 a) Es gilt a, < 2", wie man mit vollstindiger Induktion sieht:
Induktionsanfang: Die Behauptung ist fiir n = 0 und n = 1 richtig.

Induktionsschluss: Ist die Behauptung fiir n — 1 und n bewiesen (wobei n > 1), so folgt
Upi1 = Op + Qp—1 < 2" + on-1 <2" 42" = on+1

Folglich ergibt sich limsup {/|a,| < 2 und damit gilt fiir den Konvergenzradius r der zu
betrachtenden Potenzreihe r = (limsup {/|a,|) !

b) Fiir z € (—3, 3) gilt

f(x) —af(x) —2°f(z Zanx —Zan —io:ana:’“r2
n=0

=ag+ (a1 — ap)r + Z(an — Qp_q — Ap—2)T" = ao + (a1 — ag)z = 1.
n=2

c) Aus b) wissen wir

1
1—z—22°

(1—z— JJQ)f(JJ) =1, also f(z) =



Nun hat 22 + z — 1 die Nullstellen 1 = —2 £ /1/4+1=1(-1£/5) und es gilt

T—2y -2 (z—2)(r—21) 22+2—-1 224+z-1

1 1 r-m—(r—2) @p-—11 -5 _ 5. f(2)

Mit diesen Zahlen z; und zo hat man also die behauptete Darstellung.

d) Allgemein gilt

11 1_1°°x"_ix"
t—x9 mo l—x/T9 T — \Zo B Tyt

Aus c) ergibt sich somit

Wegen

Z L-1+v5)  1-5

liefert dann der Identitdtssatz fiir Potenzreihen
1 1 1 1 (/1+VB\"" [/1-v6\""
p = —— — = — )
VAV A B 2 2
Aufgabe T4 a) Wir suchen eine Darstellung f(z) = Y °  a,z™. Nun ist

fw) = (ﬁ) - ((1+xi;2§<1 —x>)2 B (11—_5?’)2 - ”VW

und gemiB Ubungsblatt 9, Aufgabe 4 ergibt sich fiir |2| < 1

1 1 2(-1-V5) 1++5 1 1-+5
2

00 00
n=0 n=0

Folglich gilt: as, = agpio =n+ 1 und ag, 1 = —2(n + 1) fiir alle n € Ny.

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist offenbar 1.

b) Wir kennen die Potenzreihen fiir sin z und cos z um den Punkt 0. In Verbindung mit dem
Additionstheorem fiir sin z ergibt sich

f(z) =sin(§ + 2 — §) =sin(}) cos(z — §) —|—cos( )sm(z -

_1 - (_1)k - w\2k+1
=aV2), @Ry &~ X_: 2k+1 - %)




Fiir die Koeffizienten der Potenzreihe f(z) = > an(z — §)" gilt also:

_lﬁ(_l)k nd W2 (=1)* fir k € N
2=V gy TG 2k = 2k + 1) 0

Der Konvergenzradius der Reihe ist offensichtlich oc.
c) Es gilt 1 — 2 — 22% = (1 + 2)(1 — 2z). Daher machen wir den Ansatz

1—2 a b

1—z—2z2_1+z+1—2z‘

Die rechte Seite dieser Gleichung liefert

a(l-=22)+b(1+2) a+b+(—2a+b)z
(1+2)(1-22) 1—2z-222 "~

Die Darstellung gelingt also, wenn a + b = 1 und —2a + b = —1. Dies bedeutet a = % und
b= % Somit gilt

2/3 1/3 2/9 —1/9
e =1 T T 1123 T 1+26:-2)3
2 z2—2 1 — 2(z = 2)\"
-2 (-5 ) -2 ()

fir 1[z — 2| < 1 und 2|z — 2| < 1. Fiir die Koeffizienten in f(z) = Y77 an(z — 2)™ ergibt

sich also a, = 2(—3)" — §(—2)" = (—3)"*?(2 — 2"). Der Konvergenzradius ist 3.

d) cos(2z) = cos(x + 1) = cos?x — sin®z = cos?x — (1 — cos?z) = 2cos?x — 1, also

> G - 1453

k=0 k=1

+

f(x) = (1 + cos 22)

N[
N[
N[

Fiir f(z) = Y07 apz™ gilt also ag = 1, agk_1 = 0 und ag, = 5(—1)¥4*/(2k)! fiir alle k € N.
Der Konvergenzradius ist offenbar oc.



