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Aufgabe 1 a) Wir suchen Zahlen a,, mit

(o) [o¢]
tanhz = g a, ", also sinhz = coshz E anpx” .
n=0 n=0

Setzen wir die Potenzreihendarstellungen von sinh z und cosh z ein, so bedeutet dies
x+%x3+~-: (1+%xQ—i—~~)(a0+a1x—|—a2x2+a3x3+'--).
Wir multiplizieren auf der rechten Seite aus; dann haben wir die Gleichung
x—i—%xs-i-"' = ap + a1x + (az + 5a0)2” + (ag + ga1)7° + -+ .
Somit liefert der Identitétssatz fiir Potenzreihen
ap =0, a =1, ag—l—%aoz(), a3+%a1:%,
also ag =0, a; =1, ap, =0 und a3z = —%.
b) Wir miissen die Gleichung e” = (cosx)(ag + a1z + agz? + agz® + - -+ ), also
l+o+ 2 +22° + = (1—- L2+ — ) (a0 + a1z + ap2® + aza® + -+ )
betrachten. Die rechte Seite ergibt
ap + a1 + (ag — %CL())I’Q + (a3 — %al)ﬁ N
und der Vergleich mit der linken Seite liefert ag = 1, a1 = 1, as— %ao = % sowie as — %al = %,

also ap = a; = ap = 1 und a3 = 2.

Aufgabe 2 Die Funktion arcsing,; ist die Umkehrfunktion der bijektiven Funktion sin :
[km + 2, km + 2F] — [—1,1] und arccos;, ist die Umkehrfunktion der bijektiven Funktion
cos : [km, (k + 1)m] — [=1,1]. Also wird durch h(z) := arccosi(x) + 5 eine Funktion von
[—1,1] nach [km + %, kr + 2] definiert.

Um die behauptete Gleichheit nachzuweisen, miissen wir somit nur noch zeigen, dass sin oh
die Identitét ist; h o sin brauchen wir nicht zu betrachten.

(Allgemein gilt ndmlich: Ist f : X — Y bijektivund g : Y — X eine Funktion mit fog = idy,
so folgt g = f~'. Denn wenn g(y) # f~!(y) fiir ein y € Y gelten wiirde, so folgte wegen der
Injektivitit von f die Absurditit y = f(g(y)) # f(f*(y)) = v.)

us

Wegen sin(y + §) = sin(y) cos(F) + cos(y) sin(5) = cosy ergibt sich

sin(h(z)) = sin(arccosy(z) + §) = cos(arccosy(z)) = x.



Aufgabe 3 a) Fiir alle z € C gilt

b2+ sinh ez+e_z+ez—e_z 2e”
11 = = — .
cosh z + sinh z 5 5 5 e

Also ergibt sich (cosh z 4 sinh 2)" = (*)" = €"* = cosh(nz) + sinh(nz).

b) Fiir jedes z € R gilt

-~ cos(kzr)  xmsin(kz) = cos(kz) + isin(kz) <~ (cosz + isinz)F
Z k! +7’Z k! _Z k! _Z k!
k=0 k=0 k=0 k=0

— ecostrisinm — ecosxeisinx — ecosz(COS(SiHl’) + iSil’l(Sil’l:IZ')) )

Vergleicht man nun Real- und Imaginérteil, so folgt die Behauptung.
c) Fiir w, z € C setzen wir a := 3(w + z) und b := £ (w — z). Dann folgt

cosw = cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

cos z = cos(a — b) = cos(a) cos(—b) — sin(a) sin(—b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

Somit ergibt sich
cosw — cos z = —2sin(a) sin(b) ,

und das ist die Behauptung.

d) Mit der geometrischen Summenformel erhalten wir

n

1 n 1 etkz + e—ikz n—1 n—1
z 77,2: —iz\k
DY eoslhry = g e 3T (1+e S (e (e >)
k=1 k=1 =0 k=0
1 1= (eiz)n B ( zz)n
- (1 2= \" )
2( L P
1 . e—iz/? _ eiz(n—1/2) i 6iz/2 _ e—iz(n—l/?)
9 (1 te o—iz/2 _ giz/2 € ciz/2 _ p—iz/2 )
B 1 eiz/2 _ efiz/Z _ eiz/Z + eiz(n+1/2) + efiz/Q _ efiz(n+1/2)
- 5 ' eiz/2 — g—iz/2
1 eiz(n-i—l/2) _ e—iz(n+1/2)
9 ciz/2 _ p—i2/2
1 eiz(n+1/2) . e—iz(n+1/2) 2 sin((n + %)2)
S 2 2i eiz/2 — e~iz/2 " 2sin(z/2)

Aufgabe 4 a) Die Aussage ,lnx = o(z®) fir + — o0® bedeutet definitionsgemiB, dass
(Inz)/xz* — 0 fiir x — oo gilt. Diese Grenzwertaussage ist fir « € N aus der Vorlesung
bekannt; sie gilt aber sogar fiir alle a > 0. Fiir x > 1 ergibt sich ndmlich

Inz Inz Inz Inz 2 00
0< = = <3 = 0
2 e lialnz+ L slalnz)? 4.~ H(alnx)?  o*lnz




b) Die Aussage ist dquivalent dazu, dass zsin(z™!)/x fiir # — 0 beschrinkt ist. Dies ist
wegen [sin(z~!)| < 1 offensichtlich richtig.

c) Diese Aussage bedeutet sinz — z = o(2?) fiir z — 0 und dies stimmt wegen

: 1 1
sint —z (z—g2t+—-)—x  —gpat4—-- 1 20
5 — ! 5 — . 5 = ——2x _|__...—)0.
x x x 3!

d) Dies ist dquivalent zu v/1 4+ 22 — z = O(1/x) fiir x — oo, und dies trifft zu, denn

ITE -
1/x

z(1+ 2? — 2?)

Vi+a?+z

:‘x(m—x)‘:

T
<H:1.
T

e
’\/1+x2+9§ N

Aufgabe T1 a) Wir verwenden die Potenzreihen der vorkommenden Funktionen.

sinhz —sine (x4 g2°+--)— (@ — g2’ +—--) 22+ oo 2-20

z(coshz — 1) (14 Ha24--+) —1) o Lad4 3!

2
5
(Beim Grenziibergang kiirzt man mit x3 und verwendet die Stetigkeit von Potenzreihen.)

b) Auch hier kommen wieder Potenzreihen zum Einsatz:

2 2
T z%lna
a

—cosx  (cosz?)(e —cosx)

tanz? sin 22
(cosz?)((1+ (z?Ina) + g(z?na)* +---) = (1 — 22+ —--+))

= P — ()P -
_ (cosz®)(z*(Ina+5)+ ) a0

x2_%($2)3+_”,

lna—i—%.

c) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass (e” —1)/x 229, 1 gilt. Folglich ergibt sich

1 1 -
lim —2 — fim —7 =1, denn lnyuﬂ)
y—)ly— 1 y—1 elny_l

Wir setzen nun f(z) := 242, Dann gilt f(z) = 1 und wir erhalten
lim (In(f(z))**") = lim (z+1)In f(z)) = lim ((x +1)(f(x) — 1)%)
= Jim (o4 )(¢) — 1)+ Jim 72 = i (o (7o) - )
= o+ Dy = i o =

Fiir den zu untersuchenden Grenzwert ergibt sich also wegen der Stetigkeit der Exponential-
funktion

lim (f(2))**! = lim ™VE™ = exp(lim In(f(z))*™) =e' =e.

T—00 Tr—00 r—00



d) Wieder untersuchen wir zunéchst den Logarithmus:

In(tan x)
In((t tan(22)) — tan(2x) In(t = tan(2z)(tanz — 1) ———2
n(( anx) ) an(2z) In(tan z) an(2z)(tan x )tan:v —

Genau wie eben folgt dann wegen tan x zom/e 1

lim In((tanz)™®?)) = lim tan(2z)(tanz — 1).

rz—7/4 z—m/4
Unter Verwendung der Additionstheoreme ergibt sich

sin(2z) sinz —cosz  2sin(z)cos(r) sinz —cosx

tan(2z)(tanz — 1) =

cos(2x) coS T  cos?x —sin’x coS x
- 2sinz xz—m/4 2. %\/5 . 1
~ cosz+sinz %\/i—i—%\/ﬁ_ '

Der zu berechnende Grenzwert ist somit e~}

Aufgabe T2 Die Funktion f erfiillt in (0,1] fiir alle @ € R die Eigenschaften a) bis d).
Wir betrachten deshalb nur x = 0.
a) a < 0: Wegen sin(2%t7) = 1 (n € Z) liefert x), = @

P} ™

khm xr = 0 und khm smf =1+ f(0) =0, also f fiir « =0 in = 0 unstetig,
da lim |a‘ sin = = oo, ist f auch fiir & < 0 in # = 0 unstetig.

k—oo T, \/_
a > 0: Da sin ﬁ beschrinkt ist, gilt hI% x®sin % = 0= f(0), also f in z = 0 stetig.

b) Ist f in x = 0 unstetig, dann auch nicht differenzierbar. Wir betrachten daher: a > 0.

O<a<l: hH(l) Lg(o) = liH(l].’L‘ Lsin \}_ existiert nicht, da mit z; wie in a)

lim —L sin L = 00. Also f in & = 0 nicht differenzierbar.
k—oo T v 1 1
— 1 IR, , .
a = 1: wegen ;}520 sin ﬁk =1 und kll_glo sin Ja = 0 mit 2}, = oy existiert f/(0) nicht und

somit ist f nicht differenzierbar in 0.
a > 1: hier ist liH(l] % sin ﬁ = 0 und somit ist f in 0 differenzierbar mit f’(0) = 0.

c) Wir betrachten wegen b) nur a > 1. Fiir z € (0, 1] ist f/(z) = ax® ' sin ﬁ%—xo‘(—%)x‘g oS %
= az* !sin ﬁ — %xo‘_% cos %
1 <a<?2:Mita, = 5 ist hm f(xg) = lim <— L ) = —00, also [’ unbeschrinkt.
2 (2k ) o 2ed e
3. _ A L 1.a-3 1 1 102

a> 5t |f'(z)] = [az* " sin 7= — 7a2° 2 cos = < |x°‘ | | sin — \/_ |+ 3 |m"‘ 2| | cos \/_|

<1 gl S——

<1 <1

< o+ 3, f also beschrinkt.

d)a=3 z = (%W)Q, hm f(xy) = hm (aa:‘,:_l sin(2km) — 1 cos(2km)) = =1 # f/(0) =0

also [’ fir a = 5 unstetig.



, 1 1, s 1

3 .7 , T a—1 R UL o L _ _ ..
a > 5 }Elir(l)f (x) glﬁlLI[l)Ozm sin NG alslir(l)2$ 2 COS\/5 0 = f’(0), also fiir
—0 —— T ——
beschrénkt beschrénkt

a > % ist die Funktion f stetig differenzierbar.

Aufgabe T3 a) Wir setzen gemafl Hinweis y = In(z + 1) bzw. = = e¢¥ — 1. Wir erhalten

. In(z+1) Yy . Yy . Yy
lim ———= = lim = lim = =lim ———=1
=0 v=0ed =1 w=0l4y+ %4 -1 vy L4
b) Fiir festes x ist geméf Teilaufgabe a) lim IH(ITJF%) = 1. Es ist also
im Zin(l+ ) = lim ~In(1 4+ ) L (lim (14 5y =1
im —In —)= lim —In — = —In( lim ) =
n—oo I n n—oo I n ~~~ X n—0o0 n

Stetigk. d. In-Fkt.
. X . x
S hn(lim(1+>)") =2 & hm(l—l—g)” =e".

n—oo n n—oo

Aufgabe T4 a) Es gilt f/(z) = 8(e** +4)72 - 2¢* = 16e**(e** + 4)72 > 0 fiir alle z € R;
also ist f streng monoton wachsend und damit injektiv. Wegen

1—(f(z)*=1—(1—8(e* + 4)—1)2 =1—(1-16(e* +4)"" +64(e™ +4)7?)
=16(e* +4)7" — 64(e* +4)72 = 16(e* +4) > ((€* +4) — 4) = 16€>*(e** +4)?
gilt auch die behauptete Gleichung.

b) f hat als Bildbereich (—1,1), denn (¢**+4)~! hat als Bildbereich (0, ). Da stets f'(z) # 0
gilt, liefert der Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion

Ve (-1 (f) () = - =

c) Wir 16sen f(z) =y nach x auf:

1-8(e™+4) "=y o (Q1—-y)'=L"+4) < Bl-y '-4=¢"
- z=1lmB(1-y) ' —4)
Daraus ergibt sich
) 1 8 4 4 1

(f_l)/(y):§'8(1_y)f1_4'(1_y)2 :8(1—y)—4(1—y)2 :4—4y2 - 1—y2

d) Esgilt f(0)=1-2=—-2 f(0)=1- (=22 =L fY(-2)=0und (f1)(-%) =2
T(z) = f'(zo)(x — o) + fzo),  also  T(z)= Lz 3

ist die Gleichung der Tangente an das Schaubild von f in x5 = 0. Die Tangente an das
Schaubild von f~ in yy = —2 hat die Gleichung

T(y) = ("1 (v0)(y — vo) + f(vo), also T(y) = ?—29 + % -



