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Aufgabe 1 Oberfliche A und Volumen V einer zylindrischen Konservendose mit Ra-
dius r und Hohe h berechnen sich wir folgt:

A=2mr*+2rrh und V = 7r?h.

Bei vorgegebenem Volumen V gilt somit A = V/(7r?) und fiir die Oberfliiche ergibt sich
A(r) = 2mr? 4+ 27rh = 270 + 2V /r.

Die Oberflache soll moglichst klein werden. Wegen A(r) — oo fiir r — 0 und fiir
r — oo folgt aus der Stetigkeit von A(r), dass A auf (0,00) ein Minimum hat. (Genaue
Begriindung: Es gibt ¢ und M mit ¢ < 1 < M und A(r) > A(1) fir r < ¢ und fur
r > M. Das Minimum, das A als stetige Funktion auf [e, M] besitzt, ist also auch das
Minimum auf (0, 00).) Dort muss die Ableitung verschwinden:

2V V V
/ = _ = 3: —_— = 3 —_—
A(r)y=0 <« dnr = 0 < r 5 T \/ 5

Fiir die Hohe ergibt sich dann

LV V _v1/3-22/3_34v_2
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Aufgabe 2 a) Sowohl der Z#hler als auch der Nenner des Bruchs streben fiir z — 0
gegen 0. Zudem ist fiir 0 < |z| < 7 die Ableitung des Nenners (sin z) ungleich 0. Daher
liefert die Regel von de I’'Hospital: Wenn

a—0 (1 —cosz)  =-0 sinx

existiert, so existiert auch der urspriinglich zu untersuchende Grenzwert und die beiden

sind gleich. Hier haben wir erneut die Form ,,8“ und die Ableitung des Nenners ist # 0

in einer Umgebung von 0. Also erhalten wir

et +e -2 . (" —e Y ] e"”+e*"”_1+1_2




b) Auch hier kann man die Regel von de I'Hospital zweimal anwenden (jeweils ,,%“ und
die Ableitung des Nenners ist fiir hinreichend groie z ungleich 0). Dies fiihrt auf
. et —e® . ef4e® . et —e® . .
lim ———— = lim ———— = lim ——— (falls die Grenzwerte existieren),
z—oo e? +e %  z—ooe? —e ¥ z—ooer 4 e 7

hilft also nicht, den Grenzwert zu berechnen. Einfaches Kiirzen mit e” liefert aber

r _ ,—x 1 — —2z 1 —
lim ——— — i 170

m = =1.
z—o0 €T 4+ =% z—oo | 4 2% 1+0

c) Auch hier wenden wir zweimal hintereinander die Regel von de 1'Hospital an (jeweils

fiir ,,%“; die Ableitung des Nenners hat in der Ndhe von 0 keine Nullstellen). Wegen

(2%) = (e*!m?) = 2%(zInz) = 2°(1 + Inz) ergibt sich

¥ —x . 2*(14+Inz)—-1 :U”C(l—l—lnx)Q—l—xx% 141
im-— = lim : = lim il = = -2.
x"ll—x—i_lnx z—1 —1+; z—1 ) —1

d) Hier konvergieren Zahler und Nenner gegen 0, die Ableitung des Nenners ist in der
Néhe von 0 ungleich 0, aber

lim (22 c(?s(l/x))/ . 2z cos(1/z) + a?sin(1/z) 5 _ lim 2z cos(1/x) + sin(1/x)
z—0 (sinz)’ z—0 COS T z—0 COS T

existiert nicht, denn fiir z,, := ((n + 3)7)~" hat der Bruch den Wert (—1)"/ cosx,. Die
Regel von de ’'Hospital ist nicht anwendbar; der urspriingliche Grenzwert existiert aber:
2
1
lim WD) T cos(1/a) =10 = 0.

z—0 sinx z—0 Sin &

e) Sowohl f(x) als auch g(z) streben fiir x — oo gegen co. Als Ableitungen erhalten
wir f/(z) = 14 cos? z — sin? x = 2 cos? x und

g (x) = f'(2)e™* + f(x)e™* cosx = ™" (2 cos® x + x cos & + sin  cos® x)

sinx

= e™Pcosz(2cosx + x +sinxcosx).

Also wird ¢'(z) auch fiir beliebig grofie x durch den Faktor cos z immer wieder 0. Daher
ist die Regel von de I’'Hospital nicht anwendbar.

Der Grenzwert

lim f(z) _

00 g(x) o esinz

existiert nicht (Betrachte x,, := (n + 3)m), obwohl fiir jene z, fiir die ¢'(z) # 0 ist, gilt:

f(z) B 2cosx oo
g(z)  esn®(2cosx + & + sinx cosz)




Aufgabe 3 Offenbar gilt f(z) — oo fiir z — +oo. Die stetige Funktion f muss daher
ein Minimum haben. Wir finden es durch Nullsetzen der Ableitung;:

f(z)=0 < ZQ(x—ak):O — nq:—Zak:O
k=1 k=1

Also ergibt sich a = %(al +---+a,); das angegebene Messergebnis ist das arithmetische
Mittel aller Messwerte. (Beachte: Das Minimierungsproblem ist eindeutig losbar.)

Betrachten wir nun noch die Funktion g. O.B.d.A. gelte a; < as < ... < a,. Probiert
man ein paar Beispiele aus, kommt man zu folgender Vermutung:

Ist n gerade, so gilt g(a) = min{g(x) : x € R} genau dann, wenn a € [y, /2, G14n/2)-
(Hier ist das Minimierungsproblem also nicht eindeutig lésbar.)
Dies zeigen wir mit vollstandiger Induktion:

Induktionsanfang: n = 2. Fiir x € [a1,as] ist g(x) =z — a1 — (x — az) = as — a4, fir
r<a gt glz)=—(r—a1) — (r —az) = a1 + as — 2x > a; + ay — 2a; = as — ag, und
g(z) > ag — ay fiir > ay sieht man ebenso ein.

Induktionsschluss: Fiir ein gewisses gerades n sei die Behauptung gezeigt. Dann gilt

n+2 n+1

g(z) = E |z —a| = G(z) + H(x), wobei G(z) = E |z — ayl,
k=1 k=2
H(z) := |z —a1| + |z — apy1] -

Nach Induktionsvoraussetzung wird G genau auf [a14,/2, @24n/2] minimal und laut Induk-
tionsanfang ist H auf [a;, a, o] konstant, ansonsten groBer. Damit folgt die Behauptung
auch fir n + 2.

Vollig analog zeigt man die Aussage fiir ungerades n:

Ist n ungerade, so gilt g(a) = min{ g(z): x € R} genau dann, wenn a = a(,11)/2-

Aufgabe 4 Wir nehmen an, es gelte y(z) = >~ a,z™ fiir alle z € R. Eine Potenz-
reihe diirfen wir gliedweise differenzieren, es gilt also

[e.9]

y'(@) =) nn—1a,a"> =Y (n+2)(n+ apmz".

n=2 n=0

Dies soll fiir alle z € R {ibereinstimmen mit

[e o]

—wy(x) = Z —wra,r" .

n=0

Nach dem Identitiitssatz fiir Potenzreihen ist die Gleichung 3" = —w?y also genau dann
erfiillt, wenn

(%) (n+2)(n+ 1anse = —w?a, fiirallen >0



gilt. Die Forderungen y(0) = yo und y'(0) = 0 bedeuten ag = yo und a; = 0. Induktiv
folgt dann aus ()

(=D"
(2n)!

Diese Potenzreihe stellt die Funktion y(x) = yo cos(wzx) dar.

aonp1 =0 firallen € N und Aap = Yo" fir alle n € N.

Aufgabe T1 Mit Potenzreihen kommt man hier sehr schnell ans Ziel: Wegen

sinx = (2 — 2% + 0(31:4))2 =1"— 22" +0(2°), z—0

ergibt sich

’ 1 1 . 2? —sin®x i 2? — (2 — Za* + o(2))
im(———-— ) =lim———— = lim '
v—0 \sin®z a2 e—0 g2sin®z  @-0 22(2? — 22t + o(2P))
) %x‘l + o(x°) ) % + o(x%) /x? 2 1
= lim : = lim : == =2

e—0 gt — 206 + o(27)  e—01— 2z +o(27)/zt 3! 3

Mit der Regel von de I'Hospital dauert es etwas langer: Wir wenden sie viermal an; die
entsprechenden Stellen sind mit (x) gekennzeichnet.

.2t —sin®x (v 2x — 2sinx cosw . 2z — sin(2z)
lim ———— = lim —5 - = lim — -
=0 x2sin”x @—0 2xsin”x + 222sinzcosx =0 2z sin® x + 22 sin(2x2)

) .. 2 — 2cos(2x)

m ) . .
z—0 2sin® z + 4x sin x cos x + 2z sin(2x) + 222 cos(2x)
, 2 — 2 cos(2x)
= lim —— -
2—0 2sin” x + 4x sin(2z) + 222 cos(2x)
) .. 4sin(2z)
= lim — . :
2—0 4sin x cos x + 4sin(2z) + 8z cos(2z) + 4x cos(2x) — 422 sin(2x)
. 4 sin(27)
= lim -
2—0 (6 — 422?) sin(2x) + 12z cos(2x)
© 8 cos(2x)
= lim
2—0 —8xsin(2z) + 2(6 — 422?) cos(2x) + 12 cos(2z) — 24x sin(2x)
8
S 0+12+1240

1
3
Aufgabe T2 Esgilt L = rm + 2z + 2r, also r = (L — 2z) /(7 + 2), also

™ s

flx) = §r2+2rx: — (

x.

2

L—22\° 2L—2x
T+ 2 T+ 2

Weiter gilt 0 < x < L/2 und

10-3 (- ) F(L/2) = 0.

T+ 2



Die Bedingung
L —7mx —4x
g) =4=—"2 27
(@) (m+2)2
liefert die eindeutige Extremstelle zo = L/(7m + 4) und mit f(zq) > f(0) liegt dort das
Maximum.

Aufgabe T3 a) Fiir die durch f(z) := In(2 + x) gegebene Funktion f, die beliebig
oft differenzierbar ist, gilt
1 1
!/ . " _

Also haben wir f(0) =1In2 und f'(0) = % Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem
€ [—1,1]\ {0} ein & zwischen 0 und z mit

2
x
f(x) = F0) + f(0)z + 5 f"(§)2* =2 + jo — 202162
und dies stimmt offenbar auch fiir z = 0 (mit beliebigem ). Daher gilt wegen £ € [—1, 1]
2 2 2
g1 G 2
10 =02 = || < =

Wir konnen somit a =In2 und b = ¢ = % wahlen.

b) Wir betrachten f(x) := 1—70\/1 + 2. Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem n € N
ein £ € (—=,0) mit

V2= f(—%) =T (£.0)(=2) + L™ E)(-2)".

Jetzt wollen wir n so grofi wihlen, dass das Restglied betragsmiifiig kleiner als 1076
wird. Es zeigt sich, dass dies schon fiir n = 3 erfiillt ist; wegen

1 8

_ _ 6
}3! ( 50 ‘ ~ 6503 — 61003 10~

O~

| —

miissen wir nur noch |f®)(¢)| < 2 zeigen. Wegen [¢| < 2 ergibt sich

FPOI=17 5 (=3) (=3)- 1+ =§—§(1+£)‘
(49)5/2_15.\/%5<15~8~502 3 5-8-502
— 22

15
<2 (= _
= 28 \ 50 28-75 T 28.7° 76
Nun mochten wir 5'87'—(?02 < 1 zeigen. Dies stimmt wegen

70 =49% > 48° = (2*.3)* = 2'2. 3% = 4096 - 27 > 4000 - 25 = 100000 = 5 - 8 - 507 .

(Nattirlich kénnte man auch 76 ausrechnen.) Als Ndherung fiir V/2 erhalten wir unter

Benutzung von f(z) = 2. 1(1+ )" und f"(z) = 2. (=3)(1 4+ z)7%2
Ty(f,0)(=55) = f(0 ) FO)(=5) + 2f"(0)(—5)" = 21+ 3 (=) — 5 (=5))
= 21— 555 — 3000) = Lo ~ 1,414214 .



Aufgabe T4 a) Dass f auf [—1, 1] ein Maximum hat, folgt aus der Stetigkeit von f.
Wir betrachten nun die Ableitungen f’(x) = 2 —3z+1 und f”(z) = 322 -3 = 3(z*—1).
Fiir alle z € (—1,1) gilt f”(x) < 0, d.h. auf diesem Intervall ist f’ streng monoton
fallend. Wegen f'(—1) = 3 und f’(1) = —1 existiert also genau ein £ € (—1,1) mit
f'(€) = 0. (Beachte: f’ ist stetig.) Die Funktion f wéchst auf [—1,¢] streng monoton
und féllt auf [, 1] streng monoton. Genau in { nimmt f also das Maximum an.

b) Wir wollen &, also die Nullstelle von g(z) := f'(x) = 2* — 3z + 1, bestimmen. Das
Newtonverfahren hat die Iterationsvorschrift
g(x) 2 —3x+1  22°—1

fr = M), i ) =8 ey =TT TSE oy TaEsg

Mit zp = 0 ergibt sich z; = 3 und 2, = (2- 5= — 1)/(3- 5 — 3) = 2.

Jetzt zur Fehlerabschédtzung und in diesem Zusammenhang zu der Frage: Konvergiert
das Newtonverfahren hier iiberhaupt? Aus der Vorlesung ist bekannt: Gilt fiir die
Funktion h : [a,b] — [a,b] die Abschétzung |h/(z)| < ¢ < 1 auf [a, b], so konvergiert die
durch z,.1 := h(z,) definierte Folge gegen den eindeutig bestimmten Fixpunkt £ von
h, und zwar fir jedes zg € [a,b]. Zudem gilt dann

qn
l—gq

£ — 1| < |71 — @0 .

Zunéchst miissen wir also ein geeignetes Intervall [a,b] finden. Wir wihlen [0, 1]; die
Funktion h bildet dieses Intervall in sich ab, denn fiir = € [0, 1] gilt 22° — 1 € [-1,0]
und 3z% — 3 € [-3,—2], also h(z) € [0, 5]. Als Ableitung von h erhalten wir

H(x) = 1— g(2)g'(x) —g(x)g"(x) _ glz)g"(x) (¢ = 3w +1)6x
(¢'(2))? (¢'(2))? (322 —3)
Wegen |23 — 3z + 1| < 1 auf [0, 1] gilt also
- , 1-3 3
Ve e [0,3]: |h(:c)|<(%_3)2<1—.q<1.

Wir erhalten daraus die (nicht besonders gute) Abschétzung

€ — 29| <

I—gq

c) Die Gleichung f’(z) = #*—3z+1 = 0 bedeutet x = 3(23+1) =: F(x). Die Funktion F
erfiillt auf [0, 2] die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes (fiir « € [0, 2] gilt F(z) € [0, 3]
und |F'(z)] = 2 < § =: ¢ < 1); also konvergiert die durch z,4; = F(z,) gegebene
Folge fiir jedes zq € [0, %] Aber auch fiir beliebiges xy € [—1, 1] liegt Konvergenz vor,

denn schon 2 liegt dann wieder in [0, 2.



