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Aufgabe 1 Aus der Vorlesung ist bekannt, dass man die allgemeine Losung dieser
linearen Differentialgleichung sofort in der Hand hat, wenn man die Nullstellen des
zugehorigen Polynoms A? — 2\ + 3 kennt; dies sind Ao = 1 + V/2i. Folglich hat die
vorliegende Gleichung die allgemeine Losung

y(x) = Cre” sin(v2z) + Che® cos(vV2 ) (C,Cy € R).
Dann ist y(0) = Cy und wegen
Yy (z) = Cre®sin(v2z) + Cre™V2 cos(vV2 x) 4+ Che® cos(vV2x) — Coe®V/2sin(v2 )

gilt 3/(0) = V2C, + Oy. Die Bedingungen y(0) = 0 und 3(0) = 2 implizieren daher
Cy=1und C; = %\/ﬁ Die Losung lautet mithin

y(zr) = %\/ﬁex sin(v2z) + e® cos(v2x) .

b) Das Polynom A? — 5\ + 4 hat die Nullstellen 1 und 4. Die allgemeine Losung der
homogenen Gleichung lautet folglich

y(x) = Cre® + Coe*™.

Fiir eine Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz y,(z) = Ce**.
Dann ist y;, = 2Ce?* und Yy = 4Ce?® | also

Yo — By, + 4y, = 4Ce* — 10Ce™ 4 4Ce* = —2Ce™ .

Damit dies = €2 wird, muss C' = —% gewéhlt werden. Es folgt y,(z) = —%eQ‘T, und die
allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist somit

y(z) = —3e* + Cre” + Cre™™ .

Aus y(0) = 1 folgt —3 + Cy + Cy = 1 und aus y'(0) = —1 folgt —1 + C; +4C, = —1.
3

Ziehen wir die zweite Gleichung von der ersten ab, folgt —3C, = %, also Cy = —% und
damit C; = 2. Die Losung lautet daher

y(z) = —L1e* +2¢" — ™.



Aufgabe 2 Die Bernoullische Differentialgleichung

«

Y +p(x)y = q(x)y

bringen wir zunéchst auf die Form
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Substituieren wir u = y'~, so geht die Gleichung wegen u’ = (1 — a)y =y’ iiber in

u/

- pe)u = gla).

d.h. in eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir u.
Bei der konkret gegebenen Gleichung setzen wir daher u = y~2 und erhalten
—1u' + (tanhx)u + % cosh’z = 0.

Wir 16sen zunéchst die homogene Gleichung v’ = 2(tanh z)u. Sie hat die Losungen
u(z) = Cexp (/ 2tanhtdt) = Cexp(2Incoshz) = C cosh® x (C eR)

Fiir eine Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz u,(z) = C(x)un(z)
mit uy (7) = cosh® z. Dann folgt

up + (tanh @)up, + & cosh® z = —3(C'uy, + Cuy) + (tanh z)Cuy, + § cosh?

= —1C"un + (—3u), + (tanh 2)u,)C' + 1 cosh® v = 1(=C" 4 1) cosh®z .

Dies ist = 0, wenn C" = 1 gilt. Wir wiithlen daher C(z) = z, also u,(x) = @ cosh® z, und
erhalten die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung;:

u(z) = up(x) + Ccosh®z = (x + C) cosh® ©

Die Bedingung y(0) = 1 bedeutet w(0) = 172 = 1 und hieraus folgt C'= 1. Die Lsung
u(z) = (z + 1) cosh® z liefert uns

1

y(@) = (o) = g o

Aufgabe 3 Als erstes 16sen wir die homogene Gleichung. Da das Polynom A2 —2X+5
die Nullstellen A; o = 1424 hat, lautet die (komplexe) Losung der homogenen Gleichung

y(x) = CeH2T L Chell=20c (0 O, € C).

Fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung machen wir jetzt den Ansatz
Yp(7) = u(z)yn(z) mit yy(x) := e+2)* Dann ergibt sich

Yo = u'yn +uyy,  yp = u"yn + 2y, + uyy



und damit
Yp — 2y, + 5y = u"yn + 2u'yy, + uyy — 2(u'yn + uyy,) + Suyn
= u"yn +u'(2y4 — 2un) + ulyy — 295 + Syn) = wyn + 20/ (yy, — yn) -
Nun ist yj, —yn = (1 +2¢)yn — yn = 2iy,. Damit y, eine Losung ist, muss v” + 4iv’ = —4

gelten. Dies trifft etwa fiir u(x) = iz zu. Dann ist y,(z) = ize*?)% und die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung lautet

’y(l‘) — ixe(l-i—%)a: + Cle(l+2i)x + 026(1—2i)ac (Ch Cy € C) ‘

Die rechte Seite der urspriinglichen Gleichung ist der Realteil der rechten Seite der
komplexen Gleichung. Also miissen wir den Realteil nehmen, um die allgemeine (reelle)
Losung der urspriinglichen Gleichung zu bekommen:

y(x) = —ze® sin(2z) + ae” sin(2x) + be® cos(2x) (a,b € R)

Aufgabe 4 a) Die Differentialgleichung fiihrt zu dem Polynom A% + 1. Dieses hat die
Nullstellen 7 und —i. Daher lautet die allgemeine Lésung

y(x) = Cysin(z) + Cy cos(x) (Ch,C, € R).
Da hier y(0) = Cy und y(7m) = —C gilt, konnen die Randbedingungen y(0) = y(7) = 1
nicht erfiillt werden; das Randwertproblem hat folglich keine Losung.

b) Wir haben hier die gleiche allgemeine Lésung wie in a). Die Randbedingungen
besagen diesmal jedoch beide Cy = 1. Damit folgt: Alle Funktionen

y(x) = Csin(x) 4 cos(z) (C €R)
sind Losungen des Randwertproblems.

c) Das Polynom A\?—1 hat die Nullstellen 1 und —1. Daher lautet die allgemeine Losung
y(x) = ae® +be™™ (a,b € R).

Es ist y(0) = a + b und ¢/'(0) = ae + be~!. Die zwei Randbedingungen liefern somit die
Gleichungen a + b = 1 und ae + be~! = 2. Wir ziehen das e-fache der ersten von der
zweiten Gleichung ab: be™! — be = 2 — e. Es folgt

2—e¢  ele—2)

_26—1
el—e e2-1 -

e2—1"

b= , und damit a=1-b

Dieses Randwertproblem hat also genau eine Losung, ndmlich
(2e — 1)e* +e(e —2)e™ "
y(x) - 62 _ 1 :

Aufgabe 5 OBdA Q,, = 1. R'(0) > 0impliziert R'(t) > 0 solange die Losung existiert.
Also
R'(t) = HORS/QR(t)l/2 >0 (kein Schrumpfen niemals!),

was wir mit TdV losen zu

2(R¥2 — Ry
t= ( ST R3/20 ), also t, = —2/(3Hy).
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