Aufgabenblatt 11
Aufgabe 11.1
a)

f(2) = (42 +5)3, f'(z) =4(=})(4z +5)%,
£'(@) = S-D-Hds + 5775 fOe) = (=51 4. 3k - 2+ 57

= Tp(z;1)} = 3-%
= Ty(z:1) =3"1—4.3"%(z—1)
— Tr;1) =31 -4.3"F(z—1)+32-3F(z - 1)
= T3(2;1) =33 -4-3"3(z—1)+32-3 3 (x - 1)2 - 896-3-F(z — 1)°
AN el k 4 ;14...(31_2}-:;-‘&.'?—2‘ I
= Tple 1)y =3" 3+£§{ 2) 2 (z — 1),
g(x) =sinz, ¢(z) =cosz, g"(z) = —sinz, ¢"'(z) = —cosz,
g¥(z) = g(z) und
g“U)(z) = g(z) = sinz, g+ (z) = cosz, g* () = —sinz, g™+ (z) = — cosz.
Da g*+1)(Z) = cos 5 = 0 und g“¥**3(2) = —cos I = 0 ist

To(z; §) = Th(z; §) = 1
To(x;3) = Ta(z: ) =1 — 3(z — I)?

Ty (5 5) = Tyoas (g T) = B D G=
o 5) = 2m+1($1:a}—zn P
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Bild: Funktion f und die Taylorpolynome T;(x; 1) firé =0,1,2,3

Bild: Funktien g und die Taylorpolynome Tj(=x; Eyfuri=0,1,2,3

c)

Fehlerabschiitzung (Approximation von f(3) durch T3(2; 1)):
; i) 7. A
7 = To(3; D] = [Ra(z; Dl = 158§ ~ 1)) = [(-§)HEBGE8—=(3 - 11|

41
GeméB Taylorschen Satz gilt 1 = zp < E <z =3 und (4¢ + 5)~% kann nach oben mit
€ = 1 abgeschiitzt werden: |f(3) — Ta(3;1)| < |44”f2g_% = 3%'\'— 1.69 - 104,
Bemerkung: Tp($;1) = 3% = 0480749, Ty(3;1) = To(3;1) — 2 375" = 0.445138,

Tp(3:1) = Tu(3;1) + 8- 37 = 0.450414, 1 { 1) = Tu(3: 1]—112. 378 = 0.449502.

o



Da f(2) = 1175 = 0.449644 ist der tatséichliche Fehler |f(3) — T3(2;1)| = 0.00014169.

Fehlerabschﬁtzung
(4} —x sin —1r

19(3) — Ta(3: 3)| = |Ra(5: 5)| = I"'—';ﬂ{?’T}"|=i~q'}ﬂ(%"}‘1~
nax:h dem Taylorschen Satz g;]t =1 < £ < 1o = § und somit kénnen wir sin§ nach
oben abschitzen mit £ = § und prhaltnn als Fehler

3 3w 1 3—7

=) =Tis(z; =) < 2 1003070

l9(3) ~ Ts(553)| < I (50"

Bemerkung: Taylorpolynome: To(z;3) = 1, Ti(z;5) = 1, Ta(x; )
%)2, Ta(z;3) =1- %{1‘ - %]2. Auswertung von Ta[%; =1- %(-—2—}
und Vergleich mit

g(3) = sin § = 0,997494986 liefert den Fehler |g(3) — T5(3; 3)| = 1,05...- 107°
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d) h(z) = 21T+ z = z(1 + )5 = h(0) =
W(z)=(1+ ]3+3:t:{1+::j‘§=.*rh([l]—1

W(z) = 1(1+2) ¥ -22(1+2)F +1(1+2)"% = 2(1+2) 3 - 2z(1+2)~F = K"(0) = 2
, S i 1. 2.
= T(x;0) = h(zo) + h'(zo)(x — z0) + h EIUJE[I—Iu) =I+§~§m =1‘+5I
W'(z)= 31 +2) 8 + B2(1+2)"3 - 21 +2) =31 +2) 3 + Bz(1 +2)°5
= |Ro(x; 0)] = [(-3(1+ )~ + REL+ &) DFL ce(-LD.
Wir setzen nun den griofiten z-Wert ein und erhalten
2 5 ( 2 1 /. 1 m
Ro(z;0)] = |(—=(1+&)"3+ 1+¢)°8 o
|Ra(;0)] I 3{ £) E( £) ]l = e 3§ a +£)% (1+£}__
1 2 1 10 1 1 1n 4.8
TR [P N —_— = PR—— 5
< 563 1-HF 27 4 [1—1J"| 64 - 61 “ t5ra3)|

Bild: Funktion h, das Taylorpolynom Ta(x;0) und das Restglied Ra(x;0).
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Aufgabe 11.2

Fiir die durch f(z) := In(2 + z) gegebene Funktion f, die beliebig oft differenzierbar ist,
gilt
1 1

fO=5z IOy

Also haben wir f(0) =In2 und f'(0) = %, Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem
r € [-1,1]\ {0} ein £ zwischen 0 und z mit

Tt
22+¢)*

und dies stimmt offenbar auch fiir z = 0 (mit beliebigem £). Daher gilt wegen £ € [—1, 1]

f(@) = £0) + F(0)z + £f(€)2® =2 + Lz -

2 2 2

< - =—.
2212 2

T
2(2 +¢£)?

|f(z) —In2 - 32| = ‘

Wir kbnnen somit a =In2und b=c= 12 wiihlen.

Aufgabe 11.3

a) Die Aussage ,Inz = o(z®) fiir £ — oc* bedeutet definitionsgemif, dass (Inz)/z* — 0
fiir £ — oo gilt. Diese Grenzwertaussage gilt fiir alle o > 0. Fiir £ > 1 ergibt sich
néamlich

Inz B Inzx Inx Inz 2

— — { —
g e*ms 1 talnz+ F(alnz)2+--- T Lalnz)?  oflnz

0 <

=00 D

b) Die Aussage ist dquivalent dazu, dass zsin(z~')/z fiir £ — 0 beschriankt ist. Dies
ist wegen |sin(x~!)| < 1 offensichtlich richtig.

c) Diese Aussage bedeutet sinz — x = o(z?) fiir  — 0 und dies stimmt wegen
sint—r (z—g£f+—---)—2 —F2'+—--- 1

. . 1
= = = ——7T1 +_...
T2 x? T2 3!

D)
ity 13

d) Dies ist diquivalent zu v/1 + r? — x = O(1/x) fiir £ — oo, und dies trifft zu, denn

VAT 28| (Vi - )| = [EZ =) :| E el g[Ela,
1/z Vitzi4x Vi+at+a T
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Aufgabe 11.5

a) Die Funktion f ist eine auf einem beschrinkten und abgeschlossenen Intervall (I =

[-2, 2] kompakt) und stetige Funktion (Polynom) == globales Max. und Min. wird
angenommen (Min-Max-Eigenschaft).

b) flz) =2*=€"* >0, fl(z)=e"*(Inz+zl)=2"(nz+1) =0z +1=
0e=z=1

Monotoniebetrachtung: 0 < 2 < ! = Inz+1 < 0 = f'(z) < 0 => f ist streng
monoton fallend in (0, 1)

z>1=Inz+1>0= f'(z) > 0= [ ist streng monoton wachsend in (3, 0c0). Bei
x = _ liegt somit ein globales Minimum.

Anfaabe 4.6

E""}AM L= ¢4 2x+2v, alop vy = Lo2x

m+ 2
= Hlochke F[x)=%rz’+ Trx
e Efrage y* L-2
""L'IT-!-I.) + 2 'r.r+;
Weker qilt 0 ¢x € &
gl o 1
Fimye T lses) 5 Elg)e
WO, F(x) = 4 L-TX-4X
(r+2)*
Lkt Ao vimolentine  tretremntelle x, = &
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lg‘h_w{’, ‘14,?

a)

Mot ellom, . flx)=0 & x4 Ix+ 2 =0

¥2+Zx+1: (x+4)% 4+ 4 2 A = e MNunlltedle
M.‘

'F'{J() - iﬁfl}thlﬁ-/f)“ Qx{‘r(z'{' 2.-::-!-2__)'
fJ(l-p-fI}z'

- 2x* - 2%+ 2
— i, Es
{KZ*‘{]'L - ﬂr.

=\>_2:-;Lt—2_><+2:0' = xld—x-/’l-*ﬂ"

— - +
=D x4y = '1;4?"

BRI
Uertoo e Liv (x]l = oo

£\A~L 'F{X..} - E“Mﬁ_ 'F‘LJC} - ’1.
X=3 460 KD - o

WM,E.:
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Aufgabe 11.7

b)
Definitionsbereich: Die Funktion f ist fiir = 0 nicht definert = D = R\ {0}
Nullstellen: Die Funktion besitzt keine Nullstellen, da e®* 5 0 und ;g-j:! # 0 fiir alle
zeD.
Verhalten am Rande des Defintionsbereichs: lim f(z) = lim f(x) =

=00 T—+=—00

in der Nédhe von z =0 :
i)a=0: lim f(z) = lim f(z)=lim %e’ = oo
r—slt [ z—0

‘e : BT T 1 L _
B)a>0: :llf;ﬂ flz) = T]irz.m+ —re”s = 00

li = ]i 1 ol —
Ly 1e) = I e |
R T o 1 al -
ili)a<0: rl_lfulﬂf['ﬂ = Ili% e =0
; ; Sl
IILIEI— f(z) = Ihm_ —1ze®: = 00
Extrema: f'(z) = [—ngi’?—fe _fEfE‘ =e= ;}?;[ ;;‘%;— -
f(z) = 0, wenn ——g%’—rf—r =0¢e=-2r-a*-la=0= 2+ +z2a=0.
Polynomdivision: (r = —a) ist Nullstelle
{2:.-:3+r:: +zla): (z+a) =22 —az + o
—(22* + 2az?)
—az’ + a®
—(—az® - a’z)
o’z + a®
—(a’z + a?)
0

22— 20+ % =0 <= (z — 2)? = =22 — keine weitere Lisung.

Die einzig mgl. Extremstellen sind: a >0 = zr=—-aunda<0=zr=a

Es handelt sich jeweils um ein Maximum, denn z.B. fiir z = a (a < 0) haben wir
f(z)>0vze D :lﬂlgcf{:r) = I]i%l_'_f{m] =

Skizzen:
Bildl: a =10 o Bild2: o = 0.2 Bild3: o = =0.20
- =N [
| | [
M | 1 "
1 | e
| ! 1 I
| | | I.' !
/ i 1 A
/A N\ 4\ A AN
-5 = = s 5 < —""‘i'-'*’—'_f‘:"_ ! s -I_.ﬂ-%--_fr_:—_—r_—l



Aufgabe 11.8

l———r_'u:uu' IH i
7 T4sinz —=14cosT -
) ll_r% rsine LIE}] sin x+x cos @ ili’.l:l] 2eos r—rsinz 0

. 3
h] 1111‘1 tan 3z [H llf,” caddz %[ilm mﬁﬁt}ﬁ‘ﬂ 3“111 =5sin5zry2 _ %{%]E = B

tan 5T e %u:u:iz =3sinir 3
. tan ZE 'l Etm!{ 1 i 4+l 32
c) lim (r+1)tanTF = lim —2 = lim jf—=—— lim -
]a:—-- ( } r==1*t 4 T—=]1* _'[a-+I]I2 2(1—- 1+ cm{ :I}
el NS S P e L R
~§(_lim, —pdeae)? =~ - () = =

Pl P

d) lim <=2= = lim —3— lim i4+e®)=

e) Betrachte die Funktion f(r) = cosz. Zu jedem z > 0 existiert dann nach dem
Mittelwertsatz ein € € (0, z), so daf
f(z) - £(0) ine = c8T—1

=8 also —sinf = '.':

f'&)=

1

Insbesondere gibt es zu x, = - ein solches &,. Fiir z,, = % ist dann &, € (0, -:] und es

gilt £, — 0 fiir n — oo und

1 l=rcosz,

n(l—cos ~) = =sin§, — sin0 =0

In

f) Wir nehmen hier f(y) = cos /y. Zu jedem z > 1 existiert dann & € (z — 1,z + 1), so
dafd

flz+1)— flz-1)

cosy/r+1—cosy/r—1 —sinyE
(z+1)—(z-1) '

2 T 2/E
Dann ergibt sich als Abschitzung |cos+/x + 1 — cos vz = 1| < —z und da fiir £ — oo
auch &£ — oo, ist der zu bestimmende Grenzwert 0.

= f'(£), also

g) llm {v":.':+ 1-vz-1)= llm [F_{ — _fTT“‘_] ) = lim({_ufﬂ:l'i_u‘fﬁJ =)

=00

— l1m srn[gfi.'—l—l—\fm—l)-.sm lim(vz+1-+vz-1)=0
T—00 ]

h) lim M‘H lim —sinzta(i-z?)d U L - conai(1-a?)"d4a(1-0?)-

r—l s} 427 prgmier 12z
fil' sinr4z(l-x }_‘i+'2:r[l—:r=}_‘i+3:3[1nzij_§‘ f!_]'
o llfll_-, HMx o
lim 2+(1-23)" 3 4322 (1-22)" § 4201-22)~ } 1622(1-22)~ F4022(1-27)~ B 1508 (1—22)~ §
im -

x==[

1

[

- Ax
ﬂMMMﬁth'—wfﬂ%mmmwh
* - ! a 'l o =
lim In(e3* — 5z)*"" 2 Jim b ;“f 111133—-{;——15-1111%3—-—3.
I = 50 =0 =00 -
Also lim (&% — 5z)* " = ¢®
I=+00

. 5 min x 4 sin{2x) 2 sin=
§) lim Loos@eystan®s OH iy 2P Ry iy B _tata

i) THinT 1. SinT+zcosz 20 BRZ o8z



=%f=d,dennfurﬁs—+l_l: W—rl, e e |
H%z—arku; ; :
3 k] arctan T IE'[ : B nrc:aunz- P _ D i = 3:—{1+?J!3-1'CT-&H x E_-H
k) }:li'fl-l_.l x? In x = 3 }1_1:% 2x =i :]":lil}} arctan x }‘I_I'}'{l. 28 ({1429 -
. . 1 o A s .
3: lim —— lim ._hm%quzg_hm%wz_hmwz_
=0 7y T=0 14+ x2 =0 r—i) r—0
———
=1
=1
1
Also lim (2etans )y — -1
T—+{} o
i c z : g i VH . 5
1) Fiir 2 > 0 gilt: lim tan z In(aresin ) = lim 2@ 220 iy —L__L_(—sin’z)
z—+} T—s tanz F—+ * R
57 T 9 g i
= 1111'1) ——_Ssinsces = () und somit
Al z

(1—z2)
lirg: (arcsin ) @0 % = =]
st

[' 1 __ COST
tan x 8111

= cot z, (cotz) = —m]

| L



