Aufgabenblatt 12

Aufgabe 12.1

a) Wegen 2+ V22 4+ 1 = (z + %v’j]z + é > 0 ist der Logarithmusterm fiir alle
x € R definiert; es gilt

(ln:::2+xﬁx+1)’= (xf+ﬁm+1)—l_(ﬁ+v’ix+1)’
22— 2z +1 22 — 2 +1 2 -2z +1
:xg—\ﬁfa—i-ll(lq_ N2 )’

w242z +1 22 — 22+ 1

B =V2z+1 222! — V22 +1) - 2v22(22 — V2)
_x2+v“§:c+1' (z2 — 2z +1)2

B 2222 + 2V/2 O 2v2(=2+1) 2v2(1-4?)
(@ V224 1)(22— V22 +1)  (22+1)2—(V22)2 o+l

Das Argument von arctan ist fiir = —1 und fiir = 1 nicht definiert. Fiir |z| # 1 gilt

@I f v@:r: 25 —1 \fﬁ*r '
(wemnz5) - 0+ (25) ) - (55)
N ([1 —z2)? + 23;?)—1 V2(1 - 27) — V22(-2x)
(1—z2)? (1—z2)?
_ (-2 ﬁx2+v’§:v§m2_+1

1 (1—z2)? A+ 1

Die Funktion f ist somit fiir x # £1 differenzierbar und

1-—z? 22 41 1

f![$}=2{x4+1}+2(a:4+1}=1+s:.4'
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Aufgabe 12.3

a)zz: f: R — R, f(z) = ¢ + 22 — 2 hat genau 2 Nullstellen auf R. Betrachte
f fiir £ 2 0, f stetig und f(0) = -1 < Ound f(1) =e—1 > 0, dh. f besitzt nach
ZWS mindestens eine Nullstelle i m {[} 1).

Monotonie: SE] z>y=20 e 7? > y? = € > e (Monotonie der exp-Fkt)

— flz)=e" +22—2>¢” + 32— 2= f(y), dh. f wiichst streng monoton in [0, cc)
und hat somit héchstens eine Nullstelle in [0, 00) = f hat genau eine Nullstelle in
[0,00) und da f achsensymmetrisch zur y-Achse, denn

f(—z) = e 4 (—x)? =2 = ¢*" + 22 — 2 = f(z) hatf genau eine Nullstelle in (—o0, 0)
und somit genau 2 auf R.

b) f(z) =In(3z° + 2r + 1) = In(3(z + 3)* + 3)

Definitionsbereich: D =R

Symmetrie: Die verschobene Funktion g(z) := f(x — §) ist gerade, denn
9(z) = f(x — 1) = In(3a® + 2) = In(3(=2)* + ) = g(~2)

und somit f(x) achsensymmetrisch zu z = —
Pole: keine

Verhalten im Unendlichen: xhrﬂﬂm In(3z2 + 2z +1) =00

s

Nullstellen: 111{332 +2z4+1)=0=— 3+ 2 =0= 1, = -—%, T2 =10
Extrema und Monotonie: f'(z) = % =0=> 123 =1, also

f'(x) < 0 fiir z € (—oo, z3) und f streng monoton fallend bzw.

f'(x) = 0 fiir € (x3,00) und f streng monoton steigend

= T3 ist strenges globales Minimum.

Supremum von [ existiert nicht.

Infimum von f = Minimum von f = f(—3) = 111%

Wendepunkte und Konvexitét:

') = Tt =0=m=—3 - o

1 3
$ 42
<0 fir r € (—o0,z4) = fist streng konkav
= f"(z) § >0 fiir z € (z4,25) = fist streng konvex
< 0 fiir z € (z5,00) == f{ist streng konkav.

Es gibt somit 2 Wendepunkte z4 (Rechts-Linkskurve) und x5 (Links-Rechtskurve).
Graph f:

-4 -3 =2 -1\ 1 2 3 4




Aufgabe 12.4

a) Es gilt f'(z) = 8(e* +4)7% - 2% = 16e¥*(e®* + 4)~2 > 0 fiir alle v € R; also ist f
streng monoton wachsend und damit injektiv. Wegen
1—(f(z))2=1— (1—8(e* +4)1)* = 1 - (1 — 16(e* + 4)~ + 64(e** + 4)?)
= 16(e* + 4)~ — 64(e* + 4)72 = 16(e* + 4)72((* + 4) — 4) = 16> (e** +4)7?
gilt auch die behauptete Gleichung.

f hat als Bildbereich (—1,1), denn (e* + 4)~" hat als Bildbereich (0, ;). Da stets
f{x) # 0 gilt, liefert der Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion

1 1 1

Vye(-1,1): {f_ljl(y] = F 1) = 1— (f(f-1y)))2 1—42°

b} Wir lésen f(z) = y nach z auf:

1-8(e*+4) =y o (1-p'=4H"+4) o 8(l-y)'-d=e”
o rz=in(B8(1-y)' -4)

Daraus ergibt sich

=1y — 1 1 A 8 = 4 — e = -
Y =13 S(1—y) -4 (1—-y2 8-y —4(1-y)2 4d—d2 1—¢?

c)Esgilt f(0)=1-8=-3, f(0)=1-(-8)=2, F Y-} =0und (fY(-5) =&

T(x) = fj{'v'f-'ﬂj(x — xo) + flza), also Tiz)= %- i é

ist die Gleichung der Tangente an das Schaubild von f in xg = 0. Die Tangente an das
Schaubild von f=! in yp = —2 hat die Gleichung

T) =" (w)ly—w)+f'(w), also T(y)=ZEy+5E.
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Aufgabe 12.5

o
a) Wir verwenden die Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion e = %

k=10
. . . . 4
mit Konvergenzradius oo (siche Vorlesung) und setzen z = z* und erhalten somit ¢*
o

i f;—," Der Konvergenzradius ist dann ebenfalls oco.
k=0
b)
= -]
cjl'_x}: )(3-—4-—-f = X3 5 (_xz)k . {'4:‘kxzh+3
1+ % >
k=g k=0
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Aufgabe 12.7

On

8) F= 11m| g

| = hm || = 1. Der Konvergenzradius ist somit 1.

b) mit a, = 2" und z = 2? ergibt sich fiir die Reihe Z O 2"

n=0
lim |=2t| = iun =1 — r=1
Tim | 2| = lim |52 = %
: R . N TR T 0 . H sinhn -
¢) mit a, = sinhn ergibt sich: r = ,P_I.]{L | 222—| = My oo | ppterry | = hm | i
o r l_e—'Zn o l
o= J}E‘;ﬂ1;;m| i

d) Die Folge {/|a| besitzt die beiden Hiufungpunkte 0 und 1. Den Konvergenzra-
dius bestimmen wir mit der Formel von Cauchy-Hadamard:
] 1 1 : :
= = =—-——==1 he Aufg. 8.4
r k]Ln;ln sup k /g n"_,“;n -y mll:F:l-c- & [S].E.‘ 18 Aulg 1:]

e) Mit a, = (n* — 4n®) ergibt sich

nt — 4n3 ‘_ ‘ =
n+ 1 —4(n+1)*| ool (L+ L) —4(1+ 1)

r= lim |[—| = lim
e—+ 00 ﬂ"n+1 —+D0

f) Mit a, = W; und = = z* betrachten wir zunichst die Reihe z T
=0
Die Folge /|a.| = (m] besitzt die beiden Haufungspunkte ( )* und (3)°.

Der Konvergenzradius wird nach der Formel von Ca,uch}r-Hadama.rd berechnet:

— 1 — 3% Der Konvergenzradius der Ausgangsreihe ist somit r = 33.
hm aup 3/ |a.|

) Mit. n = %ﬂ[“ erhalten wir

L lim sup

il 2
llm El!:l'p 5 £/ |eg] lim sup ‘/l nrcr_nn[k“ll lim sup 55| arct;ngk'i! i k | ar(:l:&]'ll::jﬁ-}l

E—exa [

= =12 da
limsup | u.rL,Lunl:k"ﬂ 3: %

k—ton

lim {In|arctan(k*)| = 0 und e~
——

fim Lin | arctan (k)| i
k—ro0 N

(L]
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Aufgabe 12.8

a) Die Folge (k;)nen konvergiert gleichmiBig und punktweise auf 13, 5] gegen k = 0,

denn

cos(n)
.nﬂ

sup |k.(z) — k(z)| = sup

IEl' ix -'FE]" 31-r

1
‘QE—HL} (n — o0).

b) Es gilt fu(1) = 1 fiir alle n € N. Ist z € [0,1), so gilt f.(z) — 0 (n — oo). Die
Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen die Funktion p mit

A |
fle)= {D z € [0,1).

Auf [0, 1] ist die Grenzfunktion f unstetig, die Funktionen f, hingegen sind stetig. Die
Konvergenz auf [0, 1] ist somit nicht gleichmaéssig.

falz) = 2™ konvergiert punktweise fiir € [0, 1[ gegen die Nullfunktion. Die punkt-
weise Konvergenz besagt, dafi es fiir alle ¢ > 0 und zg € [0, 1] es ein N(g, ) gibt, so
dafl

| falzo) = f(zo)| = 2§ <& fiir alle n = N(e, xo).
Dieses N(z, zp) zu erhalten wir durch

Ine

| fa(®o) — flzo)| =2 < e <= nlnzy <lne<=n > R
0

Wegen 11111 Inz = 0 kinnen wir N(g, zq) nicht unabhingig von zy wihlen und somit

knmerglert die Folge nicht gleichmissig auf [0, 1].
Auf [0, 3] liegt gleichmiissige Konvergenz vor. Es gilt

12(2) = £(2)| = 1fal@)] = o] = JaI" < ()"

und somit konvergiert sup |fo(z) — f(z)| gegen Null.

;T!Elﬂ',%:
¢) Es gilt lim g,(0) = 0 und fiir z # 0 lim g, (z) = ,—3% = lim + = 0, d.h.

n—oo ¥ T

die Folge ( jn)m:m konvergiert punktweise gegen g = 0 fiir alle z € R. Die Funktion g,

besitzt im Punkt z = £ € [0, oo ein Maximum;
2nlr—niz!

gulz) = iy = 0=z = —"TE, gnlz) > 0 fiir z € [0, J‘[ = g, monoton wachsend
und ¢, (z) < 0 fiir z E]—"::—_,m[ == g, monoton fallend. Es gilt somit
{ﬂ%—@]ﬂ 23

sup |ga(z) = 9(7)| = — P gm— = —,
z€(0,00] 1+ {n—:‘?}"’ 3

d.h. die Folge (gn)new konvergiert nicht gleichmissig auf [0, ocf.

Die Folge (g, )nen konvergiert gleichmiissig auf [1, oo[ gegen g = 0, denn

(nz)? (nz)* 1
sup |gn(z) — g(z)| = sup ————= < su - = — — 0 (n — oo).
1'E[1,c:0|| ( setoo] 1+ (NP ~ aeoo (nE) 0




