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Einige wichtige Defintionen:

Definition: Beschranktheit
Eine nichtleere Menge M C R heifit beschrinkt nach oben (beschrinkt nach un-
ten), falls eine reelle Zahl K (bzw k) existiert, so dafl gilt

x < K fiir alle z € M (bzw. k < z fiir alle x € M)

M heifit beschrankt, falls M sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt ist. K
wird dabei obere Schranke und k£ untere Schranke von M genannt.

Definition: Kleinste obere Schranke, gréf3ite untere Schranke

M sei eine nichtleere Menge reeller Zahlen. Ist die reele Zahl I' obere Schranke von M
derat, daB jede reelle Zahl T' mit I' < T keine obere Schranke von M ist, so heift T
kleinste obere Schranke oder obere Schranke oder Supremum von M.

Schreibweise: I' = sup M = sup .

zeEM
Ist entsprechend v € R untere Schranke derart, dafi jede reelle Zahl ¥ mit v > ~
keine untere Schranke ist, so heifit 7 grof3te untere Schranke oder untere Schranke
oder Infimum von M.

Schreibweise: v = inf M = inf z.
zeEM

Vollstindigkeitaxiom: Jede nichtleere Menge reeller Zahlen, die nach oben (unten)

beschrénkt ist, besitzt ein Supremum (Infimum).

Definition: Maximum, Minimum
M sei eine nichtleere Menge reeller Zahlen. Sei I' = sup M und gilt zusétzlich I' € M,
so heifit I grof3te Element oder Maximum von M.

Schreibweise: I' = max M = max x.
reM

Sei v = inf M und gilt zustzlich v € M, so heifit v kleinstes Element oder Mi-
nimum von M.

Schreibweise: v = min M = mlj\r/} x.
xe
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Losung zu Aufgabe H1 Zunéchst zum Supremum: Da A und B beschrankt, also
insbesondere nach oben beschriankt sind, existieren a := sup A und S := sup B. Wir
miissen nun zeigen, dass A + B nach oben beschriankt ist und sup(A + B) = a + [ gilt.
Dazu miissen wir zwei Dinge beweisen: Zum einen, dass « + ( eine obere Schranke von
A+ B ist; zum anderen, dass dies auch die kleinste obere Schranke ist.

Wahlen wir ein beliebiges © € A+ B, so gibt esa € Aund b € B mit x = a+ b. Da
a bzw. 3 obere Schranken fiir A bzw. B sind, gilt a < a und b < 3. Addieren dieser
beiden Gleichungen liefert

r=a+b<a+p.

Damit wissen wir, dass A + B < a + 3 ist, d.h. A 4+ B ist nach oben beschrankt und
a + [ ist eine obere Schranke.

Aber ist dies auch die kleinste obere Schranke? Dies konnen wir garantieren, wenn wir
zeigen: Keine Zahl < a + [ ist obere Schranke, d.h. zu jeder Zahl I' < a + [ existiert
einr € A+ B mit x > T.

Sei also I' < a+ (3 beliebig. Dann ist '—a < § und da [ die kleinste obere Schranke von
B ist, muss ein b € B existieren mit b > ' — a. Es gilt also a > ' — b. Daher existiert
wiederum ein a € Amita >1'—b,d. h.esist a+b > T, und wegen a+b € A+ B kann
damit I' keine obere Schranke von A + B sein.

Nun zum Infimum. Da A und B nach unten beschrankt sind, folgt genau wie oben,
dass auch A + B nach unten beschrankt ist. Aus der Vorlesung wissen wir, wie man bei
beschriankten Mengen das Infimum als ein Supremum schreiben kann:

inf(A+ B) = —sup(—(A+ B)) = —sup((—A) + (—B)) = —(sup(—A) + sup(—B))
= —(—inf A+ (—inf B)) = inf A + inf B.

Losung zu Aufgabe H2

(a) Die Menge A ist nicht nach oben beschrankt. Wére ndmlich I" eine obere Schranke,
SO miisste

1
Ve e (0,42]: x+-—-<T

X

gelten. Insbesondere kénnten wir dann z = % einsetzen und erhielten: % +n<T
fiir alle n € N. Erst recht hétten wir dann n < T fiir alle n € N, im Widerspruch
dazu, dass N nicht nach oben beschriankt ist. Somit existieren weder Supremum
noch Maximum von A. (Man kann allerdings schreiben: sup A = c0.)

Die Menge A ist aber nach unten durch 2 beschrankt, denn fiir x > 0 erhalten wir
durch Multiplikation mit x

1 2 2 2
r+—>2 o r41>2r < 2*-2r4+1>0 < (z—1)°>0

T

und letzteres ist offensichtlich wahr. Zudem gilt 2 € A (man setze z = 1). Damit
wissen wir: Keine Zahl > 2 kann untere Schranke von A sein. Also ist inf A = 2
und wegen 2 € A folgt auch min A = 2.
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(b)
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Offenbar gilt z%(1 + z?)~! > 0 fiir alle € R. Aulerdem ist 0 € B (man setze
z = 0) und damit folgt: Infimum und Minimum von B existieren, es ist inf B =

min B = 0.
Die Menge B ist nach oben durch 1 beschrinkt, denn wegen 1+ 2% > 0 gilt

372

1422 —

1 o 22<1+2?

und die letzte Ungleichung ist natiirlich fiir alle x € R erfiillt. Wir zeigen nun,
dass 1 sogar die kleinste obere Schranke ist. Sei I' < 1 beliebig; wir wollen zeigen,
dass I' keine obere Schranke von B ist. Wir miissen also ein x € R finden mit

Dies ist dquivalent zu

r
also (1-T)2*>T, dh 2*°>-—o

2 > D(1 + 2?), T T

und die letzte Ungleichung ist fiir hinreichend grofie x offenbar erfiillt.
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Losung zu Aufgabe H3

Wir wiederholen nocheinmal kurz das Prinzip der Vollstédndigen Induktion (VI):
Allgemeine Aussagen A,,, die von einer abzdhlbaren Indexmenge wie etwa die natiirlichen
Zahlen abhéngen, kann man mit Hilfe der VI beweisen. Die VI lésst sich in fiinf Schritte
zerlegen

Induktionsanfang: Die Aussage A, wird fiir einen Anfangsindex n = ny bewie-
sen.

Induktionsannahme:Die Aussage A, sei fiir den Index n = k > ny bewiesen.

Induktionsbehauptung: Wir nehmen nun an die Aussage A, sei auch fiir n =
k + 1 richtig. Dies wird im folgnenden Schritt bewiesen.

Induktionsbeweis: Hier wird die Richtigkeit der Aussage A, fr n = k + 1 be-
wiesen. Wie der Beweis durchgefiihrt wird hédngt von der konkreten Fragestellung

ab.

Induktionsschluf}: Hat man die Richtigkeit der Aussage A,, im Induktionsbeweis
fiir n = k + 1 gezeigt, so folgert man, dafl die Aussage A, fiir alle Indizes n > nyg
gilt.

Hinweis: Die Schritte Induktionsannahme, Induktionsbehauptung und Induki-
tionsbeweis, Induktionsschluf3 werden meistens jeweils in den Schritten Indukti-
onsvoraussetzung und Induktionsschluf3 zusammengefasst.

(a)

Wir behaupten, daf$ fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 der Ausdruck n® + (n +
1)? + (n + 2)3 durch 9 teilbar ist.
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— Induktionbeginn: Fiir n = 1 ist die Behauptung richtig, denn 13423433 =
1 4+ 8+ 27 = 36 ist durch 9 teilbar.

— Induktionannahme: Fiir ein & > 1 sei k% + (k + 1)® + (k + 2)? durch 9
teilbar.

— Induktionbehauptung: Dann ist auch (k + 1)3 + (k +2)% + (k + 3)? durch
9 teilbar.

— Induktionbeweis: Es gilt

(E+1P°+(k+2>+ (k+3)° = (k+1)%+ (k+2)° + k> + 9k + 27k + 27
k> + (k+ 1) + (k +2)° + 9(k* + 3k + 3)
Der Ausdruck k3 + (k+1)% + (k +2)? ist nach der Induktionsannahme durch

9 teilbar, wihrend 9(k%+ 3k + 3) als Vielfaches von 9 ebensfall durch 9 teilbar
ist. Also ist der gesamte Ausdruck durch 9 teilbar.

— Induktionschlufl: n3+ (n+1)%+ (n+2)3 ist fiir alle n > 1 durch 9 teilbar.

n(n + 1))2‘

(b) Wir miissen zeigen: Z k= ( 5

k=0

1
1(1+1)
~ Indukti fang: n —1: 3k =1 ( )
nduktionsanfang: n ; 5
— Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte

Sk = (L”; 1)>2 (V).

— Induktionsschluf3: n — n + 1:

n+1 n n(n + 1) 9
YR = YR ) () 1)
k=0 k=0 v
+1)? +1)?
= (n4 )(n2+4(n—|—1))_(n4 )( +2)?
B <(n—|—1)(n+2)>2
- 2
ro1,
(¢) Wir miissen zeigen, daf§ ; 273 ist.
1 & 1
— Induktionanfang: Fiir n = 1 ist 2 = ;E =1> 3 Also ist die

Behauptung fiir n = 1 richtig.

— Induktionvoraussetzung: Fiir ein n € N, n > 1 sei die Behauptung rich-
tig, also
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— Induktionschluf3: n — n + 1. Wir haben

on+l_71 an—1 on+l_1 ontl_q1

1 1 1 n 1
POEED DRI DI eIy £l Dl
k=1 k=1 k=21 v k=21
ontl_1
Jetzt miissen wir noch die Summe Z — untersuchen. Der Laufindex k

k=2n
geht von 2" bis 2"t — 1 also haben insgesamt 2"*! —1 — 2" +1 Summanden.

1
Weiter kénnen wir sofort folgern, da 2" > k bzw. — > ist, damit

k 2n+1
erhalten wir

on+1_1 on+1_1q on+1_1 B 2n+1 . 1 . 2n + 1 B 2n+1 _ 212 1

1 1 1
PRI D Dl gn 1 Tl T Y

k—2n k—2n k—2n
Also haben wir
2ntl_g
yoloonplontl
k=2 2 27
k=1

Damit ist die Behauptung bewiesen.

1 i sin (Mr)
(d) Wir miissen zeigen, dafl — + E cos(kx) = ——2—= fiir alle n > 1 gilt.
2 — 2sin (g)
. . N 1 sin (22)
— Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Aussage = + cos(x) = ——=—% rich-
2 2sin((2)

tig. Dies sicht man wie folgt:

1
Man betrachtet den Ausdruck (5 + Cos(x)> 2sin (g) Jetzt nutzt man die

Tatsache (s. Hinweis 2 sin(a) cos(f) = sin(a— ) +sin(a+ () mit a = g und

s
%) + sin (%JU) ist. Daraus folgt dann
1 :
<§ + cos(a:)) 2sin (%) = sin

. /X . 3 . 3
— sin <—> +sm|=-x ) =sm|=x].

Division durch 2 sin <gaj) liefert

1 sin (%x)
= +cos(r) = ——F—+~.
2 (=) 2sin((%)
— Induktionsvoraussetzung: Die Aussage sei fiir ein beliebiges n > 1 richtig,
d.h. (s1)

1 - sin (5=

—+ cos(kr) = ——2-2 v

AT O
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— Induktionsschluf3: n — n + 1. Wir betrachten

1 n+1 1 n
gt Z cos(kr) = 5t ; cos(kz) + cos((n + 1)x)
sn (2512)
< 9am (z) + cos((n+ 1)z)
v 2

sin (25 2) + 2 cos((n
2sin (%)

Wieder benutzen wir die Tatsache, daf 2 sin(«) cos(5) = sin(a—[)+sin(a+3)
mit o = g und # = (n + 1)z Daraus ergibt sich fiir den Zidhler der obigen

+ 1)z) sin (%)

Gleichung;:

x| +2cos((n+ 1)z )sin(%)

n (27)

— sin (2”2“1;) +{sm(( (n+1)) x) +sin<(%+(n+1)) x>}
(2n—%1$)_+sul( 2n—%1x)_+shl(2n;—3x)

( ; |

(Qn—l—l ) ) <2n+3 )
x| + sin 5 T

Damit erhalten wir

2n+3 )

ot sin (
Z cos(kx)

2sin (%)

BJIPA

Somit gilt die obige Behauptung fiir alle n > 1.

Losung zu Aufgabe H4 Zuerst erinnern wir uns an die Definition der Betragsfunk-
tion
5 x firz >0
x| = .
— zfirz<0

Damit erhalten wir fiir die Funktion h(z)

, firx>0
h(m)— 1+x 1—=x

=1+

firz <0
2 [ e

Zur Vereinfachung der nachfolgenden Untersuchungen betrachten wir das Schaubild der
Funktion h(z).
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(a) (i) Monotonie: Wir stellen die Behauptung auf, dafl h(z) eine streng monoton
wachsende Funktion ist, d.h. wir miissen zeigen wenn x; < x5 dann folgt
daraus h(z1) < h(z2).

LFall: z1,29 € R™, 21 < 29 : Es sei h(x1) < h(xq), daraus folgt

1 1 1
-1 < -1 & <
+1—.1'1 +1—I2 1—I1 ]_—1'2
S 1—29<1—1a4
= T < .

2.Fall: Fiir 21,25 € R mit 2y < x5 sei h(x;) < h(zz). Dann gilt

1 1
<l1l- = — < —
1+.I'1 1+1‘2 1+1‘1 1+1‘2
& —(1+x9) < —(1+m)
S 14z >14+11 & 11 <29

3.Fall: Fiir ; € R™ und z € R gilt stets x; < zo. Da dann aber h(z1) < 0
und h(xa) > 0 ist, folgt daraus h(xy) < h(zs).

Also ist die Funktion A streng monoton wachsend.

(ii) Beschrinktheit: Wie stellen die Behauptung auf, daf |h(z)| < 1, Vz € R.

1
LFall: Firz e R ist h(z) = -1+ . > —1, da ; > 0 fiir x € R™.
—x —x
1
2.Fall: Fiir z € R{ ist h(z) =1— <1, da > 0 fiir z € R{.
I+ 1+

Also ist h(z) eine beschrinkte Funktion.
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(iii) Bijektivitat: Wir miissen die Injektivitdt und Surjektivitit zeigen.
Injektivitat: Die Injektivitat von h folgt aus der strengen Monotonie, denn aus x; # xs
folgt stets h(zq) # h(xs).
Surjektivitdt: Fiir alle y € (—1,1) gibt es ein = € R, so dafl y = h(z) gilt:
LFall: FirzeR™ ist y € (—1,0) :

y=— oy-ay=—ror=— =2
1—x 14y 1-—y|
2.Fall: Fiirz € R} ist y € [0,1) :
T Y Y
=—<ytry=crr= = .
Yo 1rs 79T -y 1—y

Also bildet die Funktion h den Definitionsbereich R umkehrbar eindeutig
auf das Intervall (—1,1) ab.

Die zugehorige Umkehrfunktion 2~ : (=1,1) — R ist h™'(y) = . y| i
— 1Y

20

-20-

(b) Aus Teil (a) wissen wir, dafl die Funktion h, die Menge der reellen Zahlen R bijek-
tiv auf (—1, 1) abbildet. Wir suchen jetzt eine weitere Funktion g, die das Intervall
(—1,1) bijektiv auf das Intervall (0,1) abbildet, dann ist die gesuchte Abbildung
die Komposition g o h, also go h : R — (0, 1).

Die Frage ist, wie die Funktion g zu bestimmen ist. Der einfachste Typus bi-
jektiver Funktion sind Geraden. Also machen wir den Ansatz y = g(z) = ax + £,
denn eine Gerade bildet allgemein ein Intervall (a,b) C R bijektiv auf ein Intervall
(¢,d) C R ab. Dabei wird jeweils die untere (obere) Intrevallgrenze auf die untere
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(obere) Intervallgrenze abgebildet. Daraus erhiilt man das folgende Gleichungssy-
stem fiir die Parameter o und 3 von g:

aa+ B = ¢
ab+ 3 =

Die Werte a = —1,0 =1,c = 0,d = 1 eingesetzt ergibt,

—a+p0 = 0
a+p =

1
Als Ergebnis bekommt man o = 3 = 5 Also lautet die gesuchte Geradengleichung

1 1
g(x) = 57 + 5

Die gesuchte Abbildung erhalten wir durch Verkniipfung mit h. Mittels

1
- +—-,zeR

(goh)(z) = g(h(z)) =

wird R bijektiv nach (0, 1) abgebildet.

nn
I 2 s s B B Sy s By B B

-15 -10 -5 0 5 10 15

— bitte wenden —



