Losung zu Aufgabe T1 Da A nach unten beschrinkt ist (durch 0), existiert a :=
inf A. Nach Voraussetzung ist a > 0 und wir miissen nun zeigen, dass o~ = sup B gilt.
Es sind also zwei Dinge zu beweisen: Zum einen, dass o ! eine obere Schranke von B
ist; zum anderen, dass a~! sogar die kleinste obere Schranke ist.

Da a eine untere Schranke von A ist, gilt a < a fiir alle a € A. Multiplikation mit
a~la™! (dies ist eine positive Zahl) liefert a=! < a7 fiir alle a € A. Ist nun z € B
beliebig, so gilt 2 = a~? fiir ein a € A; es ist also 2 < a~!. Damit ist klar, dass B durch
a~! nach oben beschriankt ist.

Wir miissen jetzt nur noch zeigen, dass dies auch die kleinste obere Schranke ist, dass
also kein I' < a~! obere Schranke von B ist. Es ist klar, dass kein I' < 0 obere Schranke
von B sein kann, da B nur positive Zahlen enthélt. Sei also 0 < I' < a~! beliebig. Dann
folgt ™! > o = inf A und da « die gréfite untere Schranke von A ist, muss es ein a € A
mit a < I'"! geben. Dies bedeutet aber wiederum a=* > I" und wegen a ! € B ist damit
I' keine obere Schranke von B.

Losung zu Aufgabe T2 Wir geben nochmals kurz die Gruppendefinition an:

Es sei A eine Menge und o eine Verkniipfung auf A. (A, o) heiit Gruppe, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind.

(a) (A,o) ist eine Halbgruppe, d.h. es gilt das Assoziativgesetz.
(b) (A, o) besitzt ein neutrales Element e € A, d.h. fir x € A gilt: zoe=cox =u.
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(c) Zu jedem x € A gibt es ein inverses Element z7, dh. oz ! =ztoz=c.

Die Gruppe (A, o) heifit abelsch, wenn die zugehorige Halbgruppe (A, o) kommutativ
ist.

Wir miissen jetzt die Gruppenaxiome bzgl. der Verkniipfung * nachpriifen mit
(a1, az) * (b1, b2) = (arby — agby, arby + asby).

(a) Assoziativgesetz: Wir miissen zeigen:

(a1, az) * [(by,b2) * (c1,¢2)] = [(a1, ag) * (b1, ba)] * (¢1, c2).

Unter Ausnutzung der Definition der Verkniipfung * erhalten wir fiir die linke
Seite der letzten Gleichung:

(a1, az) * [(br, b2) * (c1, 2)]

(a1, a9) * (bycy — baca, bycy + bacy)

(a1(bier — baca) — ag(bica + bacy), (ar(bica + bacy) + az(bica + bacy))
(a1b1¢1 — arbacy — asbyca — agbocy, a1byca + arbacy + agbicy — agsbacs)

Im letzten Schritt haben wir die Distributivitdt der Muliplikation ausgenutzt.
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Fiir die rechte Seite der Behauptung gilt wieder unter Ausnutzung des Distri-
butivgesetzes der Multiplikation:

[(ah 02) * (bl, b2)] * (01, 02)
= (a11)1 — CLQbQ, a11)2 + a2b1> * (Cl, 02)
= (a1b101 — agbycy — arbacy — ashyca, arbica — asbacy + arbacy + a25101)

Die Gleichheit der beiden Seiten ergibt sich jetzt durch die Kommutativitédt der
Addition. Also geniigt die Verkniipfung * dem Assoziativgesetz.

Damit ist (R?, *) eine Halbgruppe.

Neutrales Element bzgl. x*: Gesucht ist ein Element (e1,e;) € R2, so daf
(e1,e2) * (a1,a9) = (a1, aq) fiir alle (aj,az) € R? ist. Nach der Definition der
Verkniipfung * erhalten wir

(e1,€2) * (a1, a2) = (€e1a; — €2as, €102 + €2a1) = (ay, a2)
bzw.

€141 — €202 = g
€109 — €21 = Q9.

Koeffizientenvergleich ergibt e; = 1 und e; = 0. Also ist (e1,e2) = (1,0) das
neutrale Element.

Inverses Element bzgl. x: Gesucht ist ein Element (b1,by) € R?, so daf} bzgl.
der Verkniipfung = fiir alle (a;, ay) € R? fiir die dies moglich ist, gilt

(a1, az) * (b1, b2) = (€1, €2)).
Wir bezeichnen dann (b1, by) := (ay,as)™".

Mit dem neutralen Element (e1,e3) = (1,0) und der Definition der Verkniipfung
* erhalten wir

(al, CL2) * (51752) = (a1b1 — agby, arby + a251) = (61, 62) = (170)

bzw.

albl—agbg =1

ale—agbl = 0.

Multiplikation der ersten Gleichung mit a;, der zweiten Gleichung mit a, und
anschliefende Addition der beiden Gleichungen liefert

a1
2+ a2’

a%bl + a%bl =a; < (a% + G%)bl =q < b = a
1 2

Y(ai,as) = (0,0).

Das Ergebnis fiir b; in die zweite Gleichung eingesetzt liefert

ay Qa2
Cllbg—i‘aQﬁ:O@bQ:—

2 2°
ay + a3 aj + a3
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Damit ist fiir alle (a1, a2) € R*\{(0,0)} das zur Verkniipfung * inverse Element

-1 _ ay _ _ _ a3
als (ay,a9)™! = g by = o gegeben.

Damit ist (R?\{(0,0)}, %) eine Gruppe.

(d) Kommutativgesetz: Unter Ausnutzung der Kommutativitét der Multiplikation
und Addition reeller Zahlen erhalten wir

(a1, az) * (b1,b2) = (a1by — aghy, arby + asby)
= (biay — beag, beay + biasg)
= (byay — beag, bias + baay)
= (by,b2) * (a1, az).

Folglich gehorcht die Verkniipfung * dem Kommuativgesetz.
Damit ist (R?\{(0,0)}, %) eine abelsche Gruppe.

Losung zu Aufgabe T3 Wir zeigen mit Hilfe der vollstdndigen Induktion

(a)

Wir zeigen die Aussage zunichst fiir alle n € N mit n = 2F, k € N

(i) Induktionsanfang:

x  Fiir k = 0 gilt ist Aussage offensichtlich.
x Firk=1,dh n=1gilt \/aja; < % nach der Vorlesung.

(ii)) Induktionsvoraussetzung: Fiir ein k£ > 0 gelte

(iii) Induktionsschluf3:2% — 2++1,

[l
/MR'
\'z
£

1
< YA 7
S\ F
1 1 2k 2k+1
< Gmllet X ow) =g e
=1 1=2k41 =1
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Fiir a € (0,1) und n > 1 gilt die Ungleichung: (1 +a)" <

(i)

by + by

Dabei haben wir im vorletzten Rechenschritt ausgenutzt, dafl 1/ b1by <

mit by = Z a; und by = Z a; gilt.
i=1 i=2k 41

Also haben wir die Aussage fiir n = 2*, k € Ny bewiesen.

Im néchsten Schritt zeigen wir die Aussage fiir beliebige n. Wir haben als
Induktionsvoraussetzung

und schlieBen jetzt von n — n — 1, wobei wir annehmen, dafi n = 2¥ ist, denn
dann ist n — 1 fir & > 0 keine Potenz von 2. (Beachte wir fithren unseren
Induktionschlufl von n nach n — 1 durch !)

Es gilt

Daraus folgt

bzw.

Damit ist die Aussage fiir alle naturlichen Zahlen bewiesen.

1
1+ na

Induktionsanfang: Die Aussage ist fiir n = 1 richtig, d.h. esist 1 —a <
1

l14+a
1 —a®>1, also a® < 0. Dies kann aber nicht sein.

1
Denn wiirde die Umkehrung gelten, d.h. aus 1 —a > TTa folgt
a

Induktionsvoraussetzung: Die Aussage ist fiir ein beliebiges n > 1 giiltig,
d.h. .

1—a)" <
( a) 1+ na

(IV).
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(i) Induktionsschlufl: n — n +1

(1= = (1=al(1-a) (- a)
(1-a)(l+a) 1 —a?
 (1+4+na)(1+a) 1+ (n+1)a+ na?
1 1

<
1+ (n+1)a+na® 14 (n+1)a

1

Also haben wir (1 — a)"+1 e
1+ (n+1a

. Womit die Behauptung bewiesen

1st.

~ , nn+1)2n+1)
© Yk !

1(1+1)(2+1)

(i) Induktionsanfang: Fiir n = 1 haben wir Z P =1=

6
k=0
(i) Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte
1)(2 1
6
(i) Induktionsschluf}: n —n +1
o= n(n+1)(2n + 1)
2 _ 2 _ 2
Zk: = Zk: +(n+1)? = 6 +(n+1)
k=0 v
B (n+1)(2n+1)+6(n—|—1)2 _ (n+1)(2n*+ Tn+6)
B 6 N 6
 (n+1)(n+2)(2n+3)
- c :

Losung zu Aufgabe T4
(a) 1.Losungsweg: Es gilt nach der Definition des Betrages

2] z fir x>0
x| = ,
—xfir <0

das folgende

4+ 1] — (z+1Dfir —oco<z< -1
T =

r+1 fir —1<z<o00
w2 = 4 (y+2)fir —oco<z< -2
Y B y+2 fir —2<y<oco

Deshalb miissen wir vier Falle untersuchen:
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1.Fall: In der Viertelebene z > —1, y > —2 gilt:
r+14+y+2<2 bzw. y<z-—1.

Diese Bedingungen werden von den inneren Punkten des untenstehend skiz-
zierten Dreiecks erfiillt.

2.Fall: In der Viertelebene z < —1, y > —2 gilt:
—r—14+y+2<2 bzw. y<ax+1.

Diese Bedingungen werden von den inneren Punkten des untenstehend skiz-
zierten Dreiecks erfiillt.

054

3.Fall: In der Viertelebene z < —1, y < —2 gilt:
—r—1—y—2<2 bzw. y>—x—05.

Diese Bedingungen werden von den inneren Punkten des untenstehend skiz-
zierten Dreiecks erfiillt.
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4.Fall: In der Viertelebene z > —1, y < —2 gilt:

r+1—y—2<2 bzw.

T T T T
05 10 1!

y>ax—3.

Diese Bedingungen werden von den inneren Punkten des untenstehend skiz-

zierten Dreiecks erfiillt.

g

T T T T
05 10 1.

Zusammenfassend erfiillt die Ungleichung |z+1|+|y+2| < 2 die Vereinigungsmenge
der Dreiecke aus dem 1.Fall-4.Fall, was nachstehende Skizze verdeutlicht.
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(b)

40!

2.Losungsweg: Durch die Translationen u = x+1, r =u—1lund v =y+2, y =
v — 2 iiberfithren wir unser Problem

e+ 1|+ |y +2 <2

auf das einfachere Problem
lu| + |v| < 2.

Die gesuchte Punktmenge ist symmetrisch zu den Koordinatenachsen in der w, v
-Ebene. Es geniigt also die Punktmenge im ersten Quadranten der u,v—Ebene
zu untersuchen. Es gilt dort v + v < 2 bzw. v < 2 — u. Diese Punktmenge
stellt im ersten Quadranten ein Dreieck dar, dafi durch die Geraden uv =0, v =0
und v = 2 — u begrenzt wird. Spiegelung an der u— und v—Achse liefert in der
u, v-Ebene das Innere eines Quadrates, dafl durch die vier Geraden v = 2 —u, v =
2—u,v=24u,v = -2+ u begrenzt wird. Jetzt mufl nur die Translation fiir
u, v rickgdngig gemacht werden und man erhélt in der x,y-Ebene ein Quadrat,
dafl durch die vier Geradeny = -z — 1, y=y=2+1, y=—2x -5, y=x—3
begrenzt wird.



