Losung zu Aufgabe T1

(a) Wir betrachten zuerst das Produkt H (1 + :c2k> und behaupten fiir n € Ny
k=0

1 x2n+1

(1+x)(1+$2)...(1+x2n):ﬁ, x# 1. (35)

Dies beweisen wir durch vollstéindige Induktion:

1 1— 1 — 22
(i) Induktionsannahme: n =0:1+z = ( +1x>( 7) =3 x . Also fiir
—x —x

n=0 ist die Behauptung richtig.

(i) Induktionsvorraussetzung: Fiir ein beliebiges n € N sei die Behauptung
richtig, also

n 1—2"
(1+37)(1+372)...(1+:52):%,x%l. (36)

(iii) Induktionsschluss: n —n +1

I+2)1+2Y)...1+27") = Q+2)1+2) ... (1+22)1+22")

1— 22" n
— %.(14,1'2 D)
—x
2
B 1—<£L’2n+1> _1_$2"+1-2
1—%@2—”*% e
= 37
. (37)
. 1
Jetzt setzen wir z = 5 und erhalten
n+1
n 1 1— 1 2
o= T (14 g) = =2 )
k=0 2
(b) Esist
a, = \/n2-|—2—\/n2—1:(n2+2>_<n2_1): 5
! ; Vn24+2+vn2 -1 Vn?+2+Vn? -1
< —— (39)

2v/n? -1

(Hinweis: vn2 +2++vn2 — 1> 2y/n2 —1)

3 1
<
2v/n2 —1 2000

3000 < vVn2-—-1
9.-10° < n?2-1

Jetzt bestimmen wir alle n fiir die

ist. Daraus folgt dann



n* > 9-10°+1 (40)

Daraus folgt dann

n>+9-105+ 1. (41)

Nun gilt

V9105 + 1 < 3001. (42)

Jetzt zeigen wir , daf fiir alle n > 3000 die gegebene Ungleichung gilt. Ist n > 3001

3
so ergibt sich n > 3001 > +/9-10¢ + 1 also n? > 9-10°+1 und a, < ﬁ <
n _

1
2000° Also fiir N = 3000 gilt sicher fiir alle n > N die gefortderte Ungleichung.

(c) Zuerst betrachten wir die Folge a,, und erweitern sie mit dem Term /25n2 + 49n — 10+
n. Dies liefert dann

_26m% +49n — 104490 —24n? +49n — 10 (13)

ay =
V25n2 +49n — 10 + Tn n /25+%—%+7n

Der Nenner wachst aber linear in n, wahrend Zahler quadratisch in n wéachst.
Daraus folgt, dal die Folge divergent ist.

Fiir b, erhalten wir nach Erweiterung mit v/49n2 + 25n — 10 + 7n

B 4912 + 25m — 10 — 49n? B 25m — 10
! VAINZ+2n —10+Tn . [19 1B 10 47,
25 — 10 2 2
_ < 5 5 (44)

~/49+E—1—2+7_>7+7:ﬁ'

Losung zu Aufgabe T2

(a) Die Folge ist durch die Rekursionsvorschrift

ar = V2, a1 =V2+a, (néeN) (45)

gegeben. (Offenbar sind alle a,, > 0; also kann man die Wurzel ziehen.)
Die Folge ist monoton wachsend, wie wir nun mit vollstdndiger Induktion zeigen:

Induktionsanfang: Es gilt as = /2 + V2> 12 =a.

Induktionsschluss: Es sei bereits a,, > a,,_; fiir ein gewisses n > 2 bewiesen. Dann
folgt

Upp1 = V2 +a, > \/2 + Ap1 = ay,. (46)

Als néchstes zeigen wir, dass die Folge nach oben durch 2 beschrinkt ist:
Induktionsanfang: Es gilt a; = V2 < 2.

Induktionsschluss: Ist a, < 2 fiir ein gewisses n € N bewiesen, so folgt

g1 = V24 a, < V242 =2

8



Da (a, ) monoton wichst und nach oben beschrinkt ist, konvergiert die Folge gegen
einen Grenzwert a € R. Alle a,, sind > 0, also gilt dies auch fiir a. Durch den
Grenziibergang n — oo in der Rekursionsformel ergibt sich fiir a die Gleichung
a = v/2 + a. Quadrieren liefert a®> = 2 + a, also a®> — a — 2 = 0. Diese Gleichung
hat die zwei Losungen

ma=diy/lr2=1% /=143 (47)
WegenaZOfolgta:%nL%:Z
Wir haben die folgende Aquivalenzenkette:

Uy <y & ()< (n+ D)"Y o ) < (1)) (48)
s - <m+1)! o @) <nil (49)

Die letzte Ungleichung ergibt sich aber unter Verwendung der Ungleichung zwi-
schen geometrischem und arithmetischem Mittel:

Fiir b, := n!/n™ gilt
vn!
an _ Yl _ Vb (51)
n n
Um den gesuchten Grenzwert zu berechnen betrachten wir

n n -n ny\ —1
bn1 _ (n+1)! nt_n _(n+1 _ 1+l n—oo 1
bn (n+ 1)t nl (n41)" n n
92

Nach Satz der Vorlesung gilt dann auch /b, — e~ ! fiir n — oo, also

lim 2 = lim /b, = 1/e. (53)

n—oo M, n—oo
Losung zu Aufgabe T3
n
(a) Etwa a, =), % erfiillt |a, — apy1| = %H < ¢ fiir n > ng. Aber die harmonische
k=1

Reihe ist bekanntlich divergent!

Sei € > 0. Dann ist € = 26? fiir geeignetes § > 0. Dann existiert ein ng, sodass fiir
n > ng stets |a,| < 262 = ¢ ist. Die Folge konvergiert also gegen Null.

Etwa a, = (—1)" erfiillt |a, + a,+1| = 0 < . Die Folge ist jedoch divergent.

1 falls n gerade

0 falls n ungerade erfiillt sicher |a, - ayq1] = 0 < g, ist aber

Die Folge a, = {

divergent.



Losung zu Aufgabe T4
(a)

ap =22""(V3 )" = 21’”(2(008(%) + z'sin(%))" = 2(cos(%) + isin(%))
V3+i firn=1,13,25, ...
1++3i firn=2, 14, 26, ...

V3—i firn=11,23, 35, ...
2 fir n = 12, 24, 36, ... .

Die Folge (a,,) besitzt 12 Haufungspunkte: +2, 424, +1 4 v/3i und £+/3 £ i. Der
Grenzwert lim a,, existiert nicht, lim sup(a,) und liminf(a, ) existieren ebenfalls

n—oo

nicht, bzw. sind nicht definiert, da C nicht angeordnet ist.

n — 92\ 2n+3 n 43 — 5y 2n+3 . 5 \2n+3
n = <n+ > _< n-+3 ) _< _n+3>
2(n+3) —5\-3
- (1+ ) <1+ )
N\ n—|—35 ;
(n+ — —
o () YO ) = e
<< +n+3 T3 (™)
= ¢ = lim a, (55)

n—oo

(¢) a, =Vn?2+2n—n+1i2 "n = b, + ic,. Wir betrachten Real- und Imaginérteil
getrennt:

b, = \/n2+2n_n_(vn2—|—2n n)(vn*+2n+n)  n®+2n—n’
’ vn?+2n+n Vn?+2n+n

_ 2n _ no, (56)
Vn?24+2n+n 1+ 241 .

G =2"n=_ 0, (57)
da
n 2
Bin. S. n n n(n —1) n — z n2
2” = 1 1 " = > == > = VR 58
ey ko(k ~ 2) 2 2\_,/ 2 4<>
fiirn 22 nE=>n firn > 2
und somit
4 n—oo .
0§£<£=——>O:hmcn. (59)
2 % n n—oo

Es ist also lim a, = lim (b, +ic,) = 1. (liminf(a,) und limsup(a,) sind nur fir

n—oo n—oo

(an) C R definiert).



