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Losung zu Aufgabe H1 Zuerst bestimmen wir die Potenzreihenentwicklung von
e’ —
f(z) = um den Entwicklungspunkt zo = 0. Wir wissen die Potenzreihenentwick-

lung von e®. Wir haben als

x_oolk x _Oolk_oo 1 +1 12
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r—1
Daraus folgt dann die Potenzreihendarstellung von f(z) = ¢ um den Entwick-
x
lungspunkt zy = 0:
-1 = 1
= x". (2)
|
x e (k+1)!
T —1
Bemerkung: Mit der Regel von L’Hopital erhalten wir lim ¢ =1.
T— x

Die Funktion f(z) kann man zu einer analytischen Funktion auf ganz R erweitern,

wobei f(0) =1 ist.

1
Betrachten wir jetzt g(z) = e = emai N mit g(z) = P Es muf also gel-
k=0

ten g(z)f(x) = 1. Daraus folgt aber mit den Potenzreihendarstellungen
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Dies bedeutet:
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1= Bo+ (§BO + Bl) X+ (BBO + §B1 + 532) I2+ <ZBO + gBl + ZBQ + 6B3) 1’3 e
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Koeffizientenvergleich liefert:

By = 1
Bl = —3Bo=—3



1 3
Bg = <ZBO+B1+ZB2)___

oder die allgemeine Formel

k—1 k!

Die Zahlen By werden Bernoullische Zahlen genannt und es ist:
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By = 1,By=>, By———,...
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Bl = —5.Bs=Bi=...=0,

Losung zu Aufgabe H2 Berechnen wir zunéchst Iy:

=0

g B
Iy = / e Pdr = (—e‘“‘)’ = e Prel=1—¢7.
0

Nun sei n > 1 beliebig. Produktintegration mit f(z) = 2™ und ¢'(z) = e * liefert

B B
L= [ werdr=aren, - [ nat i) do =~ ol
0 0

Mit dieser Rekursionsformel berechnen wir einige weitere Integrale:

[1 = —ﬁe_ﬁ + I(),
IQ = —ﬁ e_ﬁ + 2[1 = —6_5(52 + 25) + 2[0,
Iy =—B% P+ 3, = —eP(3 +33° +63) + 61,

Wir vermuten, dass die allgemeine Formel
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lautet, und zeigen dies mit vollsténdiger Induktion: Fiir n = 0 ist die Formel richtig; ist
sie fiir ein n > 0 bewiesen, so folgt
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Damit ist die Formel bewiesen, und wir erhalten
n—1 n! 5
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Losung zu Aufgabe H3
(a) Betrachten wir zundchst das Integral ohne Betrag:
km
/ sinx dr = — cos :L" e = cos(km) + cos((k — 1))
(k—=1)m

= —(=DF 4 (=)t =2(=1)F L,

Da die Sinusfunktion ihre Nullstellen genau in x = k7 mit k € Z hat, ist sinx auf
dem ganzen Intervall [(k — 1), k7] entweder > 0 oder < 0. Folglich gilt

km km
/ |sin x| dz = ‘/ sin x dx
(k=1)m (k—1)m

2

=2.

(b)  Wegen (sin®z) = 2sinz cosz ist 1 sin®z eine Stammfunktion von sin z cos

/2
/ smxcosxdaz——sm x‘ /2 %(sm ( )—sinQ(O)):%(l—O):%.
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(¢) Auch hier kann man die Stammfunktion leicht finden:
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(d)

Wir setzen a € R\ {0} voraus, denn sonst ist die zu integrierende Funktion nicht
definiert. Im Falle @ = 1 ist Arcsinz eine Stammfunktion des Integranden; fiir
beliebiges a > 0 formen wir geeignet um:

————— dz = Arcsin(x/a) | o/

a/2 1 a/2 1
= dr =
/0 Va2 — x? ! /o a\/l—(x/a

= Arcsin(3) — Arcsin(0) =

e

=

Fiir a < 0 ergibt sich ganz analog der Wert ——7r da man dann einen Faktor —a
aus der Wurzel herauszieht.

Hier wenden wir die Substitutionsregel mit ¢(t) = v/t an. Wir ersetzen also
vt durch z und ¢'(t)dt = (2v/t )"'dt durch dz. Dabei miissen wir auch die

Integrationsgrenzen anpassen: t = 1 entspricht © = ¢(1) = 1 und ¢t = 4 entspricht
r=p(4) =2.
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:/1 1+xdx—21n|1+$|‘ =2(In(3) — In(2)) = 2In 3

Um dieses Integral zu berechnen, verwenden wir Produktintegration fiir f(z) =
Inz und ¢'(z) = z. Mit f'(z) = 27" und g(z) = 12? folgt

/ s = / f@)g (@) dz = f@)g(@)[_, - / " F@)g(a) do

:%xQIHx}z_l—/l %xQxldx:%(eQIHG—lnl)—/l txde

=3¢ = (32°[,_) =3¢ (@ - D) = 3(E +1).

Loésung zu Aufgabe H4

(a)

Die Aufgabe war anders gedacht: Vor dem Integral sollte noch der Faktor z 1
stehen. Zu jedem hinreichend kleinen = # 0 existiert nach dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung ein ¢ zwischen z und 2x mit

2x 2x : :

t 1 1 z 2r) —

/ cos dt = / costdt = —— sint|27 = sin(2z) — sinz .
. 1412 1+¢&2 ), 1+¢&2 t= 1+&2

(x muss klein sein, damit cosz > 0 zwischen z und 2z gilt.) Fiir x — 0 gilt auch
¢ — 0 und damit 1 + ¢2 — 1. Folglich haben wir

liml/h cost i = lim sin(2x) — sinz  lim (28111(290) B sina:) o -1

z—0 1+t z—0 T z—0 2z T

(Hieraus folgt insbesondere: Der Grenzwert, der auf dem Ubungsblatt stand, also
ohne den Faktor 7, ist 0.)



(b)

Zu untersuchen ist hier f(z)/g(x) fiir f(z) = [; e dt und g(z) = = 'e*’. Wir

wenden die Regel von de 'Hospital an: Der zu untersuchende Grenzwert ist vom
Typ , 2% (Beachte: fiir x > 0 gilt f(2) > = wegen ¢** > 1) und wegen

f(z) =e", g(x) = -z 2" 4271 2w = (2— 2 )"

gilt: Die Ableitung des Nenners ist fiir hinreichend grofie = stets # 0 und der

Grenzwert ,

. =) _ e” _ 1 1
lim = lim ——— = lim ==
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existiert. Folglich ist auch der zu untersuchende Grenzwert %



