Losung zu Aufgabe T1 Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Beachte:
auf Intervallen der Form [vkm, v/ (k + 1)7| wechselt sin(z?) nicht das Vorzeichen) exi-
stiert eine Zahl &, zwischen v km und v/ (k + 1)7 mit der Eigenschaft

V(k+1)m V(k+1)w : 2 1 V(k+1)w
/ sin(2?) dr = / zsin(@’) dx = —/ wsin(2?) dz .
Vr VEr z &

Wir miissen also nur noch zeigen, dass das letzte Integral den Wert (—1)* hat. Dazu
substituieren wir ¢ = z2. Dies liefert dt = 2x dr und damit

V(k+1)m (k+1)7
/ rsin(z?) do = / ssin(t) dt .
Vkm k

™

Wie wir in der Lsung zu 2 a) sahen, ergibt dieses Integral tatséichlich den Wert (—1)F.

Losung zu Aufgabe T2

(a) Die Behauptung ist gezeigt, wenn wir beweisen, dass fo "sin(z?) dx fiir @ — oo
konvergiert. Sei also o > 1 beliebig. Mit [a] bezeichnen wir die grofite natiirliche
Zahl, die noch < « ist. Es ergibt sich

Jar N -1 V(E+D)r Jar
/ sin(z?) dx = / sin(z?) dz + Z / sin(z?) dx +/ sin(z?) dz .
0 0 i1 J Vkm Vo]

Die hier auftretende Summe lésst sich geméfl 4 schreiben als

—1)*
(=1 ., mit & zwischen Vkr und vV (k + 1)7.

Die Summe konvergiert also fiir @« — oo nach dem Leibnizkriterium. Es bleibt nur
noch zu zeigen, dass auch das hintere Integral konvergiert. Die Abschitzung

sin(2?) dx| < / |sin(z?)| dz < / ldx = Var — /|«
‘/ [O[]ﬂ' \/ la]m \/ o]

am — [a]m
= e o S Vs

zeigt, dass dieses Integral fiir @« — oo gegen 0 strebt.

(b) Wir substituieren ¢ = z2. Mit dt = 2z dz erhalten wir

B B
/ 22 sin(z*) do = / sin(t?) dt .
0 0

GeméB a) konvergiert dieser Term fiir § — oo.



Losung zu Aufgabe T3

(a)

Hier kann man sofort eine Stammfunktion hinschreiben:
! 1
/ (1+22)%de = (1 +22)* | _ = 3(3*—1%) =10,
0
Wir verwenden Produktintegration mit f(t) = Arcsint und ¢'(t) = 1.
/ Arcsint dt = / 1 - Arcsintdt = x Arcsinx — / t(Arcsint) dt

v t
= x Arcsinz — dt = z Arcsinx + V1 — 2
= /
Folglich ist jede der Funktionen F.(x) = x Arcsinz 4+ /1 — 22 + ¢, wobei ¢ € R
beliebig, eine Stammfunktion des Arcussinus und es gibt keine weiteren Stamm-
funktionen.

Wieder kommt Produktintegration zum Einsatz: f(z) = sinz und ¢'(z) = sinz.
/ (sinz)?*dr = sinz - (— cos :L’)}Z:O - / cosx - (—cosz)dr = / (cosz)?dx
0 0 0
= / (1—(sinz)?)de =7 — / (sinz)? dx
0 0

Betrachtet man nun den ersten und letzten Term in dieser Gleichungskette, so
folgt
™ ™
2/ (sinz)*dr =7, also / (sinz)’de = ir.
0 0

Hier substituieren wir v = et. Dies liefert du = et dt und damit

x

x j € 1
/ _° qt= / du = Arctanu| _ . = Arctan(e”).
e’ +1 u?+1 u=e

Wir substituieren v = 1 — ¢. Dies liefert du = —dt, also

vt - e 1/2 —-1/2 2,.3/2 1/2
dt = (—=1)du = (u/ —u™%) du = Zu”* — 2u
1—t Vu

=2(1—2)** 201 —2)"/2.

u=l—x

Wir substituieren zuniichst ¢t = \/z, d.h. x = t2. Mit da = 2t dt folgt

4 2
Arctany/ vz — ldx = / Arctan(v/t — 1) - 2t dt;
| Arctan [ Arctan(vi=T)

nun substituieren wir erneut: u = v/t — 1, also t = u? + 1, dt = 2u du,

1 1
= / Arctan(u) - 2(u® + 1) - 2u du = / (4u® + 4u) Arctan u du .
0 0



(Natiirlich hdtten wir die beiden Substitutionen auch zu einer zusammenfassen
konnen.) Dann fithren wir eine Produktintegration aus mit f(u) = Arctan v und
g (u) = 4u? + du:

1
(4 2 1 4 2
= (u +2u)Arctanu‘u0—/0 (u +2u)1+u2du
1(u2+1)2—1 1 1
_ "y _ 3 2

— 3r (L3 |1 |1 S P QUE P —
=7 — (su” +u)|,_, +Arctanu| _ =5r—5+qm=7—3

(g) GeméiB Additionstheorem gilt

/3 gin 2t /3 9gintcost
— dt = —— dt;
x6 1 —sint x/6 1 —sint

daher liefert die Substitution x = sint, doz = cost dt
V3/2 9 V3/2 900 _ 1 92 V3/2 V32 9
:/ z dx:/ udx:/ —2dx+/ dx
1/2 l—x 1/2 l—x 1/2 1/2 l—x

Jj/z =1-v3-2(In(1 - 1v3) —In(1 - 1))

1/

=—-2(1v3-1)—2In|1 — 7|
=1-v3-2In(2-V3).

(h)  Wir betrachten das Polynom unter der Wurzel:
244t —t* = —(t—2)>+6=06(1—3(t —2)%)

Damit ergibt sich

2

2 1 ? 1 (=2
/0 —*2 7 dt = /0 75 TR 26 dt = Arcsin <W) .
— Arcsin(0) — Arcsin(—2/v/6) = Arcsin(2/V6) = Arcsin(%\/é) .

Losung zu Aufgabe T4 Wir haben

!

J—/ dx
) Ve —T1+ Vet

und erweitern den Integranden mit v/e* — 1 — v/e + 1 und erhalten

J = %/(\/ex—l—l—\/ex—l)dx

- %/(\/mda:— %/\/ex “T)da
= Ji—Ja 9)



1
Zuerst betrachten wir das Integral Jy, = 3 / ver —1)dx

2t
Mit t = Ver —1und t? =¢® — 1, ¥ = 1 + 12, e*dx = 2tdt bzw. dr = ﬁdt erhalt
man +
2

1 t
Jo = —/\/ew—ldx:/—dt

14 ¢2
_ /mt_/
1+t2

= t— arctan

= Vet —1— arctan(\/e —1). (10)

1
Fiir das Integral J, = 5 / ve? 4+ ldx erhalten wir mit der Substitution v = y/e* + 1

und v? = e +1,e% = v? —1. Da e® > 0 ist fiir alle z € R mufl v > 1 sein. Weiter haben
2v

wir e*dz = 2udv bzw. dx = 1dv. Damit erhalten wir

V2

2

J = /de_/

/1dv+/02 dv—/dv+/ S v+1) (11)

Jetzt fithren wir eine kleine Nebenrechnung durch:

1 1 A B

— = = +
21 -1 1 -1 1
v — (v=1@w+1) v v+
1 = A(w+1)+Bv-1)
<~

1

1
A = - B=-—- (12)
2 2
Also 1 1 11 11
= =— — = ) (13)
?2—1 (w=1w+1) 2v-1 2v+1
Daraus erhalten wir mit v > 1
J /d+ / / L
= v dv — = v
! U—l v+1
= ln(v -1) - —ln(v +1)
+11 v—1
= v+-In
2 v+ 1
1 +1-1
= w+1+—1 14
VT g (V). (14)

Insgesamt haben wir
J = J1 J2

— \/ew+1—\/$—1++ In (\/61;;111>+arctan(\/ew—1). (15)




