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Losung zu Aufgabe H1 Wenn wir die empfohlene Substitution benutzen wollen,
miissen wir sinx und cos z mittels ¢t = tan(x/2) ausdriicken. Nun gilt wegen der Addi-
tionstheoreme

2sin(x/2) cos(z/2) _ 2tan(z/2) _ &
sin?(x/2) 4+ cos?(x/2) tan®(z/2)+1 1+’
cos?(x/2) — sin?(z/2) _1- tan?(z/2) _ 1= t?
sin?(z/2) + cos?(x/2)  tan®(z/2)+1 1+t

sinx = 2sin(x/2) cos(x/2) =

cosx = cos®(x/2) — sin?(z/2) =

Aus x = 2 Arctant ergibt sich zudem

2
dr = — = dt.
YT

Nun konnen wir das Integral berechnen:

E oot 12\ 2 L2
— ——dr= + —dt= | ————dt
o sinz+cosx o \1+t2 1+41¢ 1+ ¢2 0 2t+1—1¢2

/1 2 1 1
— —dt:/ ———dt,
o (=122 fy 1 (1)

mit der Substitution s = (t — 1)/+/2 folgt

o v Y
_/1/\[1—32\/_d8 /1/\/(1+3+1—3)d
:%f(ln|1+s\—ln]1—s] ‘ l/f:—l\/ﬁ(ln(l—l/\/ﬁ)—ln(l—l—l/\/ﬁ))

1-1/v2 V2+1
fl TFSYNG = 3V2In n e

Losung zu Aufgabe H2

(a) Zunéchst fithren wir eine Polynomdivision durch: Diese liefert

P45t 42— 132 —t+9 t+1
ot + + =2 4+3t—4+ i

t) = .
1) tB3+2t2 —t—2 B3+2t2 —t—2



Dann zerlegen wir den Nenner in Linearfaktoren:
2 —t—2=(t—-)(*+3t+2)=(t—1)(t+1)(t+2)

Folglich gilt

t+1 1
* =t 43t —4+

fO) =843t~ 4+ ) EDIED

Fiir den verbleibenden Bruch machen wir nun den Ansatz

1 a b

(t—1)(t+2) t—1+t+2'

Multiplizieren wir diese Gleichung mit ¢ — 1 und setzen dann ¢t = 1 ein, so folgt

% = a; Multiplizieren mit ¢ + 2 und Einsetzen von t = —2 liefert —% =b. Also

haben wir

und erhalten daraus
|z — 1]
|z 42|

/ ft)dt = 32+ 32> —da+ i In|lr—1|— i In|z+2| = s2°+32° —4z+ 4 1n
Hier substituieren wir zunichst x = /2t — 1 und erhalten
Y 1 21 Voy—1 31_3
/ dt:/ -3x5dx:/ dx
V2t —1— 2t -1 r—1
{2y—1 1
:3/ <x2+:c+1+ 1) dr = 2° + 32 + 3z + 31n|z — 1
x J—

=V2y—1+33/2y —1+3y/2y—1+3In|y2y —1—1].

Die Substitution ¢ = e* (also s = Int, ds = ¢! dt) fiihrt auf

3 — 2

z={/2y—1

/l‘ 3e35 + 225 + 6e® — 10 p / 363 + 2t2 4+ 6t — 10 dt / 3t3 + 2t + 6t — 10
S = — =
2e3% 4 4e2s + 10e* 263 + 412 + 10t ¢ 202(t2 + 2t + 5)

Wegen t? + 2t +5 = (t + 1+ 24)(t + 1 — 24) gilt: Der Nenner dieses Bruchs hat 0
als doppelte Nullstelle und —1 + 2¢ sowie —1 — 27 als einfache. Wir machen daher
den Ansatz

3t3 + 2t* + 6t — 10 a b c d

Pitrl—20(+1i+2) 1 e irica it

Fassen wir die beiden letzten Briiche zusammen, so bedeutet dies

33 4+2+6t—10 a b  Ct+D

P25 1 2 #ra+s

mit gewissen Konstanten C' und D. Multiplikation mit #?(¢? + 2t + 5) fiihrt auf

3t3 4 262 + 6t — 10 = at(t* + 2t +5) + b(t* + 2t + 5) + (Ct + D)¢t?
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Die rechte Seite dieser Gleichung ergibt
(a+C)t* + (2a + b+ D)t* + (5a + 2b)t + 5b
und Vergleich mit der linken liefert b = —2, a =2, C' =1, D = 0. Nun berechnen

WIr
1 /72 2 t
- . —
2/ (t t2+t2+2t+5)
1 /72 2 2t 4 2 1
= Sy — dt
2 t t2 0 2(2+2t+5) 24245

1/6 1 gt
e 8 T4 (5L

+1
:x+ex+iln(621+26x+5)—iArctan(e ;_ ) .

=In[t| + ¢ + 2 In(#* + 2t + 5)

(d) Wegen u? — 2u+2 = (u— 1 —/3i)(u — 1 + v/3i) machen wir den Ansatz
3u—ud—3 a N b c N d
(W2 —2u+2)? u—1-v3i (uw—1-+v3)2 u—1+v3i (u—1++3i)?
au+3

Fassen wir hier den ersten und dritten Bruch zusammen, erhalten wir >=5-"5
mit gewissen Konstanten o und 3. Fassen wir den zweiten und vierten Bruch

2o

2 2
: : yul+dute _ y(u—2u42)+(64+27)ute—2y ~ (04+27)ute—2v
zusammen, ergibt sich W 2ato)? = 220192 = moast =301 2)?
mit gewissen Konstanten 7, § und e. Insgesamt kommen wir zu einem Ansatz der
Form
3u—u® — 3 Au+ B Cu+ D

(u? — 2u + 2)? :u2—2u+2+(u2—2u+2)2'

Multiplikation mit (u®—2u+2)? liefert —u3+3u—3 = (Au+B)(u?>—2u+2)+Cu+D,
also

—u® 4+ 3u—3 = Au+ (B - 2Aw* + (2A 2B+ C)u+ 2B+ D.
Es folgt: A=—-1, B=-2,C=1und D =1. Also:

/t Bu—u-3 /t —u=2  utl p
u = u
(u? — 2u + 2)? u? —2u+2  (u?—2u+ 2)?
1 (" 2u—2 ! 1
—5 [ g3 [ e
2) uw—2u+2 1+ (u—1)2

+1/t 2u — 2 J +/t 2 d
- u U
2 (u? — 2u + 2)? (14 (u—1)%)2

1/2 t—1

_ 1 2

= —5In(t* — 2t +2) — 3 Arctan(t — 1) — PN + TF =1 + Arctan(t — 1)
t—3/2

_ 1 2

= —5111(15 — 2t + 2) — 2Arctan(t — 1) + m

Im vorletzten Schritt wurde hier benutzt, dass laut Vorlesung gilt:

/ S N +2k—1/ L
A+ T o @ rar T 2 ) Qrap ™



Losung zu Aufgabe H3 Wir nutzen das Wurzelkriterium: Wegen

Vln(n + 3)ems| = /n(n + 3)e® =25 ¢®

gilt: Fiir e* < 1 konvergiert die Reihe, fiir e* > 1 divergiert sie. Das bedeutet: Fiir x < 0
liegt Konvergenz, fiir x > 0 Divergenz vor. Fiir x = 0 divergiert die Reihe offensichtlich.
Insgesamt: Genau fiir z < 0 konvergiert die Reihe. Nun sei z < 0. Wir setzen y := e”

und wollen . .
Zn n+3)y" =y Z n(n+3)y"!

n= n=1

1
berechnen. Offenbar besitzt g(y) := f(y)/y die Stammfunktion

Gly) = S (n-+ 3" = =5 S0+ 3)y"".

Nun hat wiederum h(y) := y*G(y) die Stammfunktion

[e.9]

y) =Y g =yt gt =——
n=1 n=0
Daraus ergibt sich

W(l-y)+y' AP -3y
(1—y)? (1—=y)*’

Also ist

: (4—6y)(1—y)+ 4y —3y*)2(1—y) 4—-2
() G() (1—y)4 _(1_y)3'

Schliefflich ergibt sich dann

4y — 2y° _ de” — 2e%*
I—ypP  (I—e)s

Znn+3 = f(y) = yg(y) =

Losung zu Aufgabe H4
(a) Fiir beliebiges R > 2 erhalten wir mittels der Substitution ¢t = Inz, dt =z~ dx

B | 1R 1 1
——dr = —dt = —_—— —
5 z(Inx)? o 12 “tlem2 2 IR’
Fiir R — oo strebt dies gegen (In2)~!; das uneigentliche Integral konvergiert also
und hat diesen Wert.

(b) Dieses Integral ist divergent (am linken Rand), denn wegen
sinhy —y = (y+5y° +---) —y = 59° +o(y’) = 59’ (L +0(1), y—0,

gilt fiir hinreichend kleine y > 0 sicherlich [sinhy —y| < y3. W&hlt man zusitzlich
y so klein, dass [Iny| > 1 gilt, so ist

ylny
sinhy —y| —

ylny| _ [my] 1
y3 y2 2

Sy
Mit dem Minorantenkriterium folgt die Divergenz, denn fol y~2 dy existiert nicht.
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(c)

Mit Produktintegration erhalten wir

ST

R
/ e*® cos(tx) de = — - cos(tx)
0

S

R R esT
+/ — - tsin(tz) dx.
=0 0 S

Erneute Produktintegration liefert fiir das letzte Integral

R R _sz
— / - cos(tx) dx .
0

R 5T esT
/ — - tsin(tz) dr = — - tsin(tz) 5
0 =0 S

S 52

Insgesamt erhalten wir

. +2 R 4 5T R esT R
— e* cos(tx) de = — cos(tx —tsin(tx
< +32)/0 (tz) s ( )m:O_'_SQ ( >m:O
sR 1 sR oo 1
= cos(tR)——+€2 tsin(tR)—OR—>——.
S S S S

(Man beachte s < 0.) Also ist das Integral konvergent, und es gilt

1 12 S

o -1
eFeos(te)dr = — |14+ — = ——
/0 (t) s ( 52) 52 + 12

Mit Produktintegration ergibt sich

o oo 1 oo
/ de:/ 7-lnxdx:—7lnx}R_ —i—/ —
1 2z —1) 1 2z —1) 22z — 1) o=l Ji 2zx(2x — 1)

1 R
S S — 4
202R — 1) n}”/l 20(2c — 1) "

Fiir den Integranden des letzten Integrals bestimmen wir eine Partialbruchzerle-
gung: Aus
1 a b

e —1) = 2—1

folgt a = —1 (Multiplizieren mit z und = = 0 einsetzen) und b = 2 (Multiplizieren

mit 2z — 1 und = = % einsetzen). Damit gilt

/R — 1/R L2 ) de=—2laf® + Iz — 1"
R _ i (9 —
Cwe—0 T 2, o Ta—1) T T e T2 AT Vs

2R—1 p—oo
—

:—%lnR+%ln(2R—1) zéln

1
51112

Dies ist dann auch der Wert des zu untersuchenden uneigentlichen Integrals, denn
R'InR — 0 fiir R — oo.



Losung zu Aufgabe F1 Die Substitution x = sinhy — 1, dx = cosh y dy fiihrt wegen
der Identitit 1 + sinh? y = cosh? y auf

t 1 t 1 arsinh(¢+1) cosh y
dxr = dr = - dy
T+ Vo242 +2 r+ /14 (x+1)2 sinhy — 1 + coshy
Betrachten wir den Nenner:

Y _ ey Y4 ey
sinhy—l—l—coshy:%— —i—%:ey—l

Also haben wir

/t 1 1 /arsinh(t+1) ey + e~ Y
dr = - ey
r+ Va2 + 2z +2 2 ev —1

wir substituieren v = € (y = Inu, dy = u™! du):

1 exp(arsinh(t+1)) u+ wl 1 1 exp(arsinh(t+1)) w2 +1
= —/ c—du = —/ —du
2 u—1 w 2 u?(u—1)
Fiir den Integranden gilt
w41 2uP41—-u* 2 1-w)(l+u) 2 1 1
w(u—1)  wu—1)  u—1 w(u—1)  wu—1 w? u’
Somit lautet das Endergebnis
t
1 1
/ dr =Inlu — 1| + — —  In|u|
X+ vV 1’2 + 2x =+ 2 2u u=exp(arsinh(¢t+1))

=Inle! — 1|+ 1e¥ — 1y

y=arsinh(t+1)

Samtliche Stammfunktionen erhéilt man, indem man hierzu noch beliebige Konstanten
addiert.

Losung zu Aufgabe F2
(a) Aus der Ungleichung 1 + x < e® folgt In(1 +¢) <t fiir alle ¢t > 0. Also:
le"In(l14¢)| < te”’

Da das Integral fooo te~! existiert, konvergiert das zu untersuchende Integral nach
dem Majorantenkriterium.

(b) Fiir alle x € R gilt
coshe — 1= (1+ ga” + ga' + ) =1 > ga®.

Also besteht die Abschitzung

1 V/8!
< .
Veoshr — 1~ 2
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Aus dem Majorantenkriterium folgt: Der Teil floo ... des Integrals existiert. Eben-
so ist aber auch coshxz — 1 > %xQ. Hieraus folgt

1 _ V2
Veoshz —1 — x1/?

und die Konvergenz von fol ... folgt ebenfalls mit dem Majorantenkriterium. Das
Integral ist also konvergent.

(c) Bekanntlich gilt z® Inx 229, 0 fiir jedes o > 0, insbesondere also '/ 2(Inx)* 229, 0.
Fiir hinreichend kleine x besteht daher die Abschétzung

|22 (Inz)?| < 1, also |(Inz)*| < 2~ 1/2
Die Konvergenz folgt nun aus dem Majorantenkriterium.

(d) Wegen e' — 1> Lt fiir alle n € N gilt

a

<l

et —1

Unabhéngig von a folgt die Konvergenz von floo .... (Man kann ja n beliebig grof3
wéahlen.)

Wegen €' — 1 =t + o(t) = t(1 +o(1)), t — 0, gilt fiir alle hinreichend kleinen ¢
sicherlich ¢/2 < e! — 1 < 2t. Fiir diese t ergibt sich

ta—l - te

< < ot L,
2 et —1

Folglich existiert fol ... genau dann, wenn a — 1 > —1, also wenn a > 0. Genau
dann existiert auch das gesamte Integral.

Losung zu Aufgabe F3
(a) b= 0 Kklar, also jetzt b # 0. Zweimal partielle Integration ergibt

1
/ e cosbrdxr = Ee“m sin bx — % € e sin bz dz

1 1
= Ee‘” sin bx — % {—Ee‘” cosbx + % /e‘” cos bx dx] ,

ax

:>/e‘”“ cosbrdr = bsin bx + a cosbx) + C.

a? + b2(
(b) a =1 Kklar, also a # 1. Substitution u = Inx ergibt

1—a 1 1—a
/ dz — %—u +C:&+C.

z(Inx)e u*  1—a l—a

(c) Substitution u = /1 + z liefert

dx du
=2 | —— =2arctanu + C = 2arctanv/1 +z + C.
/(2+LIJ)\/1+SL’ /1+u2




(d) Substitution x = sinhy — 1, do = coshy dy fithrt wegen 1 + sinh?®y = cosh? y auf

t 1 t 1 arsinh(t+1) cosh y
dr = dr = - dy
x4+ Va2 + 2z + 2 x4+ /1+ (z +1)2 sinhy — 1+ coshy
Nenner: . vy
sinhy—1+coshy:%—l+%:ey—l
Also

t 1 1 arsinh(t+1) eY 4 eV
dr = - Ty
T+ Va4 2r + 2 2 ey — 1

wir substituieren v = e (y = Inu, dy = u™! du):

1 exp(arsinh(¢+1)) u+ u—l 1 1 exp(arsinh(t+1)) u2 +1
= —/ c—du = —/ —du
2 u—1 wu 2 u?(u—1)
Fiir den Integranden gilt
w41 2uP4+1—-u* 2 1-w)(l+u) 2 1 1
w(u—1) wu—1)  wu—1 w(u—1)  u—1 w2 u’
Also
t
1 1
/ dr =Inju— 1|+ — — 1 In|y|
T+ V2 +2x+2 2u u=exp(arsinh(t+1))

=Inle! = 1|+ eV — 3y

y=arsinh(t+1)

Samtliche Stammfunktionen erhélt man, indem man hierzu noch beliebige Kon-
stanten addiert.

Loésung zu Aufgabe F4

o0
a) Es ist ohne Beweis zu verwenden, dass | e du = %ﬁ gilt.
0

Wir haben I'(1) = f g AR g f ~% du = /. Mit der Funktionalglei-
0
chung berechnen wir T'(2) = 1T(1) = 7 und (2)=3r) =3yx.

Fiir —1 ziehen wir die erweiterte Definition der Gammafunktion heran: I'(—1) =

-3+ _ D ¢ ) B 5y L(3) _
24— = —2y/7. Ebenso ['(—3) = Coen = sVT und I'(—5) = CHehED =

_8
15

N

.

b) Fiir x > 0 gilt bekanntlich die Funktionalgleichung. Sei deshalb x < 0 mit —z ¢ N.
Ist n € N derart, dass © +n > 0 gilt, so haben wir definitionsgemaf
[(x+n) B [(x+n)
r(z+1)---(z+n—-1) (z+1)---(z+n-1)"

xl(z) =x
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sowie

B MNx+14(n—1) B [(x+n)
) = ) e+ D+ D @D e tn—1)

Die Funktionalgleichung gilt also auch mit dem erweiterten Definitionsbereich der
Gammafunktion.

Induktion iiber k.

k=1:T(3)-T'(—3) = —7. OK.

2
2k—1

B b 1 T(252) (= 2551 — 2y (288 Hopm) — (28 (- 251 —
(_1)k+1ﬂ.'

Somit gilt fiir alle £ € N die Beziehung

- <2k2+1) . <_2k;2—1> _(c1en




