Aufgabe 1 a) Hier kann man die Regel von de I’'Hospital zweimal anwenden (jeweils

»22“ und die Ableitung des Nenners ist fiir hinreichend grofie # ungleich 0). Dies fiihrt

auf
. ev—e” . et te™® . et —e® : .
lim —— = lim —— = lim —— (falls die Grenzwerte existieren),
z—oo e + e~ % z—oo e¥ — e~ % z—oo e 4+ e~ %

hilft also nicht, den Grenzwert zu berechnen. Einfaches Kiirzen mit e” liefert aber

et —e® o l—e?> 1-0
lim ——— = lim = =
z—o0 e + e z—ool+e 2 140

b) Auch hier wenden wir zweimal hintereinander die Regel von de I'Hospital an (jeweils

fiir ,,8“, die Ableitung des Nenners hat in der Ndhe von 0 keine Nullstellen). Wegen

(2%) = (e*!"*) = 2%(x Inz) = 2°(1 + Inz) ergibt sich
) — . 2*(1+Inz)—1 o 2"(1+nx)?2+2°L 141
lim —— = lim i = lim T L — =—-2.
=11 —xz+Inx z—1 —1—{—; r—1 > -1

Aufgabe 4 Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Beachte: auf Intervallen
der Form [V km, Vv (k + 1)7 | wechselt sin(z?) nicht das Vorzeichen) existiert eine Zahl &,
zwischen vkm und v/ (k + 1) mit der Eigenschaft

V(k+1)7 V(k+1)7 : 2 1 V(k+1)7
/ sin(2?) dr = / osin(e’) d / rsin(2?) dr .

T = —
N N x &k

Wir miissen also nur noch zeigen, dass das letzte Integral den Wert (—1)* hat. Dazu
substituieren wir ¢+ = x2. Dies liefert dt = 2x dr und damit

V(k+1)m (k+1)m
/ rsin(z?) dr = / Lsin(t)dt .
Vkr k

iy

Wie wir in der Losung zu Blatt 11, Aufgabe 6 f) sahen, ergibt dieses Integral tatséchlich
den Wert (—1)*.

Aufgabe 5 a) Die Behauptung ist gezeigt, wenn wir beweisen, dass fo‘/a sin(z?) dw
fir & — oo konvergiert. Sei also a@ > 1 beliebig. Mit [a] bezeichnen wir die grofite
natiirliche Zahl, die noch < « ist. Es ergibt sich

Jar NS Jar
/ sin(2?) dr = / sin(2?) dx + Z / sin(2?) dx +/ sin(z?) de .
0 0 \/ la]m
Die hier auftretende Summe l&sst sich geméfl 4 schreiben als
[a]—1 _1)k
g

—~

mit &, zwischen Vkr und vV (k 4 1)7.

i



Die Summe konvergiert also fiir &« — oo nach dem Leibnizkriterium. Es bleibt nur noch
zu zeigen, dass auch das hintere Integral konvergiert. Die Abschéatzung

var var vam
)/ sin(2?) dw| < / |sin(z?)| dz < / ldx = Var —/[a]7
v/ le]m [a]m [a]m

am — [oz]w

\/%Jr\/ \/E—F\/

zeigt, dass dieses Integral fiir &« — oo gegen 0 strebt.

b) Wir substituieren ¢ = z%. Mit dt = 2x dx erhalten wir

B B
/ 2z sin(2?) dx = / sin(t?) dt .
0 0

GemiB a) konvergiert dieser Term fiir § — oo.

Aufgabe 6 Berechnen wir zunéichst Iy:

B
Iy = / e fdr = (—e") f:o =P e l=1—¢"F.
0

Nun sei n > 1 beliebig. Produktintegration mit f(x) = 2™ und ¢'(z) = e~* liefert

I, = /6 e T dr = 2" (—e ") f:o - /B na"(—e ) dx = —f"e P +nl,_;.
Mit dieser Igekursionsformel berechnen wir Oeinige weitere Integrale:
I = —pe? + I,
I =—p% P 421 = —e (5% + 28) + 21,
Iy = —3% P 43I, = —eP(3 + 36 + 63) + 61,
Wir vermuten, dass die allgemeine Formel

I, :—e_’g(ﬁ” nﬁ”_1+n(n—1)5”_2+---+n(n—1)---2B)+n!]0
_ —ﬁz ﬁ" k+n ]0

lautet, und zeigen dles mit Vollstandiger Induktion: Fiir n = 0 ist die Formel richtig; ist
sie fiir ein n > 0 bewiesen, so folgt

n—1
Ly =—0""e P+ (n+ 1)L, =—p""e P+ (n+1) ( +n Io)
k= D
n—1
— B <5n+1 ) (n + 1)!]0

— _oB( g+t (n+ 1 n—(k—1) n | T,
<5++Z ))ﬁ )+( + 1)1

e —~ (n+1) nt1—k n
= 5(2—(n+1_k>!5 )+( + D .

k=0



Damit ist die Formel bewiesen, und wir erhalten

:—6_52 B”k+n'(1—e )/P—Oo>n'

Aufgabe 2 a) Wir versuchen, ob wir die Regeln von de I’'Hospital anwenden kénnen.
Hier konvergieren Zéhler und Nenner gegen 0, die Ableitung des Nenners ist in der Néhe
von 0 ungleich 0, aber

lim (22 co.s(l/x))/ . 2a cos(1/x) + 2?sin(1/x) = _ lim 2z cos(1/x) + sin(1/x)
z—0 (sinz)’ z—0 coS T z—0 COS T

existiert nicht, denn fiir z,, := ((n + 3)m)~" hat der Bruch den Wert (—1)"/ cos z,,. Die
Regel von de I’'Hospital ist nicht anwendbar; der urspriingliche Grenzwert existiert aber:

= lim ~xcos(l/z)=1-0=0.

z—0 sinx z—0 SIn &

b) Zu untersuchen ist hier f(z)/g(z) fir f(z) = [Te” dt und g(x) = z 'e*’. Wir
wenden die Regel von de I'Hospital an: Der zu untersuchende Grenzwert ist vom Typ
» 22t (Beachte: fiir z > 0 gilt f(z) > 2 wegen e > 1) und wegen
f(z) =e", J(x) = —z72" 427" 2w = (2— 27 2)e"
gilt: Die Ableitung des Nenners ist fiir hinreichend grofle = stets # 0 und der Grenzwert
/ 2
I 1
lim f(z) = lim ¢ i

1
T—00 g’(l‘) z—oo (2 — 17_2)6’”2 z—00 2 — 2 2

existiert. Folglich ist auch der zu untersuchende Grenzwert %

c) Sowohl f(x) als auch g(z) streben fiir z — oo gegen co. Als Ableitungen erhalten
wir f'(x) = 1+ cos®> x — sin’ x = 2 cos® z und

d(x) = f(2)e™" + f(x)e™ " cosx = "™ *(2 cos® x + x cos x + sin x cos® 1)
= e cosx(2cos T + 7 + sinz cos ).
Also wird ¢'(z) auch fiir beliebig grofie  durch den Faktor cos z immer wieder 0. Daher
ist die Regel von de I'Hospital nicht anwendbar. Der Grenzwert

lim f(x) _ !

200 g(:L’) - esinz

existiert nicht (Betrachte z,, := (n + 3)7), obwohl fiir jene z, fiir die ¢'(z) # 0 ist, gilt:

f'(x) 2cosx w00 g
g (z) em¥(2cosx + x + sinx cosx)



Aufgabe 3 a) f'(z) = (In(l — a:))/ = —. Die Neumann-Reihe Y " ist die
Potenzreihe fiir ﬁ fiir |z| < 1. Das wissen wir schon lingst, denn diese Neumannreihe
ist eine Geomtrische Reihe. Sie hat den Reihenwert 1. Damit ist

f(z) = Z —a".

n=0

Das Ergebnis erhélt man auch mit dem Ansatz

1= /1 i apz” = (x — 1) ianx” = ianac’wrl — i anx"
f (ilf) n=0 n=0 n=0 n=0

oo [o.¢] o
= Z 12" — Z apx" = —ag + Z(an—l —ap)z",
n=1 n=0 n=1
der mit dem Idenditétssatz zu ag = —1 und zu a,_1 — a, = 0, also a,, = a,_1 fiihrt.
Damit sind alle a,, gleich, also a,, = —1 fiir jedes n € N.

b) Wir diirfen in einer Potenzreihe komponentenweise integrieren, damit erhalten wir
fir |z| < 1:

ln(l—x)—f(:c)—f(O)+/Oxf’(t)dt—ln(1)+/0x2—t”dt—O—Z/Oxt”dt

a el i W
—ln+1 0 —n+l

o0

= — —z".

n
n=1



Aufgabe 7 f(z) = sin(z?) ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar. Damit gilt nach
der Taylorformel

2 (g ®
Fx) = sin(e?) = To(a) + Ro(©) =3 I Diw—ap + L8 g

k! k!
k=0
2
o SPN0) L SO
—k I x" + I X
=0

fiir alle x € R und fiir je ein £ zwischen 0 und z, d.h. £ € [0, 2| fir x > 0 und £ € (—=,0)
fiir < 0. In jedem Fall gilt also |¢| < |z|. Wir brauchen nun die ersten drei Ableitungen
von f:
f'(r) = 2x cos 2%,
f"(x) = 2cosz* + 2z(cos 2*)" = 2 cos x? + 2x(—2x sin z?)
= 2cosx? — 42? sin 22,
fO(z) = 2(—2zsin2?) — (42%)sin 2? — 42°(sin2?) = —4zsin2? — 8z sin2? — 42°(2z cos 22)

= —12z sin 2% — 823 cos x°.

Damit konnen wir das Taylorpolynom berechnen:

2
x220+0x+§x2:x2.

W), F0) . f0) . f(0)
TQ(x)Z}; I TR TR T

Fiir den Restterm erhalten wir

R3(x) = f(?(f)xg = %(—125 sin €2 — 8¢° cos £2) 2.

Wir kénnen Rj(z) abschétzen durch |siny| < |y|, |cosy| < 1 fiir jedes y € R, und mit
|€] < |z|. Damit erhalten wir

| Rs()]

IA

(121¢] [ sin %] + 81¢%| | cos £7) |2
10
3

(VAN
D= =

1
(12]z] |2°] + 8J2°)) "] < Z(20[2"|)]o”| = —[[".

Damit folgt fiir jedes € [—15, 15] fiir den Restterm |Rs(2)| < 555555-
Noch eine Begriindung fiir die Abschétzung |siny| < |y|: Wir nehmen o.b.d.A. an, dass

y > 0 (da sin—y = siny). Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechung gibt es ein
¢ € (0,y) mit

Y
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