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Aufgabe 1

a) Induktionsanfang (IA): Fiir n = 1 stimmt die Behauptung, denn beide Seiten der Gleichung
ergeben dann 1: Zilg:1 k=1= w

Induktionsschluss (IS): Es sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte >, k = n(";l) (Indukt;i-
onsvoraussetzung, kurz: IV). Dann folgt
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b) Fir jedes n € N gilt:

22/@71 —QZk 21—2 n+1)fn:n2+nfn:n2.
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k=1

¢) IA:Fiirn=1ist [[i,(1+4H)F=(1+1) =2=2% = (0

IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte [[f_;(1 + +)F = (n(jfb_lk):; (IV). Dann gilt:
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d) IA: Fiir n = 1 stimmt die behauptete Aussage, denn 6' —5-1+4 = 5 ist durch 5 teilbar.

IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Behauptung, sei also 6 — 5n + 4 durch 5 teilbar,
etwa 6" —5n +4 =5l fir ein [ € Z. (IV)

Zu zeigen ist, dass dann auch 6"*! — 5(n + 1) + 4 durch 5 teilbar ist. Es gilt:
6" —5(n+1)+4=6-6"—5n—5+4=6(6"—5n+4) +25n — 25
Y6.504+25n—25=(6-1+5n—5) 5.
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Aufgabe 2
a) Wir beweisen die behauptete Identitéit durch vollsténdige Induktion nach n € N.
TA: Furn—lgﬂtZ:lC 0 d" —q—l— furallqu(C\{l}
IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte ZZ o ¢" =12 fiir alle g € C\ {1}. (IV)
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Fiir jedes ¢ € C\ {1} ergibt sich damit

(n+1)-1 n n—1 n n n n n+1
ko ko Kk, nlvl—g nl=qg 1-¢"+¢"—¢"-q 1—¢

b) Sein € N. Sind w # z und z # 0, so setzen wir ¢ := . Dann ist ¢ € C\ {1} und laut a) gilt
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Im Fall w = z lautet die behauptete Gleichung 0 = 0, diese ist offensichtlich wahr.
Wegen

n—1 n—2
Zon—l—kz k_ Z On—l—k wk + On—l—(n—l)wn—l _ OOwn—l = !
k=0 =0, da n—1—k>1

ist die Gleichung im Fall z =0
(0 —w) Z 0" Rk = —w ™ = —w™ =0 — w"

ebenfalls fiir jedes w € C erfiillt.

c) Fiir jedes n € N folgt mit der geometrischen Summenformel
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Nun seien m € Ny und r € {0,1,2,3} mit n = 4m + r. Dann gilt
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und damit
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Fiir » = 0 (also, falls n durch 4 teilbar ist) gilt

“ink 201 2 1y 1 1 1 /2 1
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Fiir » = 1 (also, falls n durch 4 mit Rest 1 teilbar ist) gilt

i(@‘)k_%_u(_%ﬂ)i__u1“(% )
2/ 5 5 5 5/2n 5 5.on-l 5 5.2n)°




Fiir » = 2 (also, falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist) gilt

i(if_?i_u(_?ig)—l__l_ T
2/ 5 5 5 5/9n 5 5.2n 5 5.2n—1)°

Fiir » = 3 (also, falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist) gilt

i(i)k_%_1+(_2.+1>—i__1_1+Z-<2_ )
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Wir lesen ab:

. —% + 5% , falls n durch 4 teilbar ist
Re (Z(l)k> _ —%1—1— 52T falls n durch 4 m}t Rest 1 te}lbar }st
P 2 —F—5m > falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist
—% — sgnTs falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist

. % — 5.2}171, falls n durch 4 teilbar ist
T <Z ( . )k> _ % + 5,%71, , falls n durch 4 mit Rest 1 teilbar ist
P 2 % + st falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist
% — 5% , falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist

Aufgabe 3

Es seien n € N sowie x,y € [0,00). Fiir x = 0 ist die behauptete Aussage klar. Fiir > 0 ergibt
sich

2b
r<y & x—y<0 gg (m—y)Zmn_l_kyk<0 <:>) -y <0 & "<y

Zur Aquivalenz in (x): Wegen z > 0 und y > 0 ist ZZ;(l) gkl > gn=l 5,

Aufgabe 4
Wir bemerken zunéchst, dass die Ungleichung z < 4 + v/ — 2 nur fiir x > 2 sinnvoll ist. Es gilt

r<4d+vVr—2 & x—4<Vr—2.
Im Fall x > 4 ist dies nach Aufgabe 3 dquivalent zu (man beachte x — 4 > 0)

(r—-4)P2<z-2 & 2°-8r+16<z—-2 & 22-92+18<0 < (z-3)(z—6)<0
s ($—3<Oundx—620)oder(x—320undx—6<0)
&z e [3,6]

Da wir nur = > 4 betrachtet haben, gilt x < 4+ /2 — 2 in diesem Fall genau fiir = € [4, 6].
Fiir jedes x € [2,4) gilt  — 4 < 0 und, da die Wurzel nach Definition nichtnegativ ist, geniigt jedes
x € [2,4) der Ungleichung z — 4 < 0 < vz — 2 und somit auch z < 4 + vz — 2.
Insgesamt haben wir
r<4d+Vr—2 &  x€[2,6].



Aufgabe 5

a)

b)

Bs gilt: 23 = (3—14)3 = (3 —14)(9 — 6i + i) = (3 —)(8 — 6i) = 24 — 18 — 8 + 6i> = 18 — 26i.
Folglich hat 2% den Realteil 18 und den Imaginérteil —26. Ferner ist |23| = /182 + (—26)2 =
v1000 = 10v10 Alternativ kann man |z3| auch berechnen, ohne z3 bestimmt zu haben:

123 = |2 = 32+ (1)’ = v10° = 10v/10.

Wir erweitern den Bruch geeignet (Standardtrick: zZ ist reell, daher ergibt 1/z =1/2z-2/z =
Z/(zZ) einen reellen Nenner):

1 1 1 3+ 3+ 3+1 3 1.
- ; ; ; : + 1.
z 3—1¢ 3—% 34+ 3242 10 10 10

Also hat 1/z den Realteil 2 und den Imaginéirteil =. Der Betrag von 1/z ist [1/z| =
\/ 105 + 155 = V/1/10 = V/10/10, alternativ: |1/z| = 1/],2\ =1/v/10 = v/10/10.

Es ergibt sich z-w = (3 —4)(—=1+42i) = =3 4+ 6i +i — 2i> = —1 + 7i. Also hat z - w Realteil
—1 und Imaginirteil 7. AuBerdem gilt |z - w| = /1 + 49 = V50 = 5v/2 = || - |w].

d) Esistz2= (3—1)° = (3+)% = 9+6i+i% = 8+6i und wegen w? = (—142i)% = 1 —4i+4i2 =
—3 — 41 ergibt sich
1 1 3440  —34+4i —3+4i 34,
[ . — = = —_— —1.
w2 —3—4i —3+4i 9—16:2 25 25 ' 25
Z2+1/w? = (846i)+(— 5 + 5:1) hat somit Realteil 8— 3= = L7 und Imaginéirteil 6455 = 122
Der Betrag von z2 4 1/w? lautet |22 + 1/w?| = v/1972 4 1542 /25 = /2501/5.
Aufgabe 6

a)

b)

Hier handelt es sich um die Menge aller z € C, die vom Punkt —1 — ¢ den gleichen Abstand
haben wie vom Punkt 3 + 3i. Das ist die Mittelsenkrechte der Verbindungsstrecke dieser
beiden Punkte, also die Gerade Imz = —Re z + 2.

Dies ist der Schnitt zwischen dem AuBeren des Kreises um 4 mit Radius 1 (einschlieflich der
Kreislinie) und dem Inneren des Kreises um 1+ 2i mit Radius 3 (ohne Rand). Die Menge ist
in der Skizze schraffiert.

Die komplexe Zahl z = = + iy (mit =,y € R) liegt genau dann in dieser Menge, wenn
1 > Re(2?) = Re((z +iy)?) = Re(z? + 2izy — y*) = 2° — *

gilt, d.h. fiir 22 < 1+ 9?2, also |z| < /1 + 92 bzw. —/1 +y? <2 < /1 + 2. Die Menge ist

in der Skizze schraffiert; man beachte, dass es sich um eine unbeschrinkte Menge handelt.

a) b) Im 4

Im 4

/
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/
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Aufgabe 7

a) Esgilt 22 — 22 +3 = (2 — 1)? + 2. Die Gleichung 22 — 2z + 3 = 0 ist also genau dann erfiillt,
wenn (z — 1)2 = —2. Dies bedeutet z — 1 = i/2 oder z — 1 = —i/2, also hat die Gleichung
die zwei Losungen z; = 1 + iv2 und zo = 1 — iv/2.

b) Mit dem Ansatz z = a + ib (a,b € R) erhalten wir

2= o a®+2ab+ ()’ =d>+0* & a4 2aib—b0*=a>+1?

(x)

& a?—bv=da?>+b% und 2ab =0
& —2b* =0 und (azOodersz)
& szund(azOoderb:O)
& b=0.

[In (%) verwenden wir, dass zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn sie den selben
Real- und Imaginirteil besitzen.]
Also ist 22 = |z|? genau dann erfiillt, wenn Im(z) = 0 bzw. 2 € R ist.

Aufgabe 8
Mit Hilfe von Re(X) = (A + A) (fiir A € C) erhalten wir

z+wP=GE+w(z4+w)=(z+w)(Z+T) =2Z2+ 2w+ +w = |22 + 2Re(zw) + |w|>.

w3
~—~—~

=wz=zw

Daraus ergibt sich sofort
|z —w* = |2]* + 2Re(2(—w)) + |—w|* = [2|* = 2Re(2w) + |w|*.

Addiert man diese Gleichungen, so folgt |z 4+ w|? + |z — w|? = 2|2|> + 2|w/|?.
Geometrische Bedeutung: In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der Diagona-
lenldngen gleich der Summe der Quadrate der Seitenldngen.
4 Im
zZ4+w
|w]




Aufgabe 9 (P)
a) Gegeben seien x,y, z € R sowie € > 0.
i) Es gilt:
0< (ex—y/e)’ & 0<e? - 2emyle+y’/e? & 2zy<a® 447/

ii) Unter Verwendung von i) erhalten wir
i) 1
(x+y)? =24+ 2oy +1° <a?+22® + 2/ + P = (14 D)2 + (1 + E—2)y2.
iii) Esist

1

Py + ey taz+yz >0 & (2x2+2y2+222+2xy+2a:z+2yz) >0

2
1
& §(952Jrzacyﬂﬂﬂc?+29cz+z2+y2+2yz+z2) >0
1
& 5((x+y)2+(x+z)2+(y+z)2) > 0.

Hiermit ist die behauptete Ungleichung bewiesen, weil die Aussage der letzten Zeile
offenbar wahr ist und nur Aquivalenzumformungen getétigt wurden.

b) Nun seien z,y € (0, 00).

i) Es gilt:

Aufgabe 3
Vity<vVo+yy T8 r4y<z+2v/ryt+y o 0< 20z

Die letzte Ungleichung ist offenkundig wahr.

Nun zur zweiten Ungleichung:

ﬁ+\/§<\jg+\z//5 N RN R N RN
& 0<avr —ay+yy—yJz
& 0<(z—y) (Vo — ).

Die letzte Aussage ist wahr, denn:
1. Fall:  =y.0< 0/
2. Fall: x <y. Wegen z <y & x <./yist 0 < (z —y)(vz — /y) wahr.
3. Fall: v > y. Wegen >y < /x> ,/y folgt auch hier 0 < (z —y)(vVz — /).
ii) Es gilt
Va—vil < Vie—yl M8 (Va-vn) < (Vie—ul)’ e e-2vayity < oyl

Im Fall x < y ist dies dquivalent zu

r-2Vzy+ty<y—z & 22-2Jz/y<0 & Vz(JVzr—y) <0

Letzteres ist wahr wegen z <y = /x < /Y.
Fir x > y (dies konnte man auch direkt aus obigem Fall folgern, weil der Ausdruck

lVr — /Y| < /|r — y| symmetrisch bzgl. Tausch 2 « y ist) ergibt sich:
r—-2Vzy+ty<z—y & 2y-2Vz,/y<0 & Jy(Vy—+z)<0.

Letzteres ist wahr wegen = >y = /x > /Y.
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