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Aufgabe 1

a) Etwa folgende Folgen erfiillen das Verlangte:

(an)neny mit a, = (—1)" fiir alle n € N

(bn) =(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,6,1,...)
iii) (¢p)nen mit ¢, = (—1)"n fir allen € N

(dn)nen mit dy, = 2008 + &2 fiir alle n € N

(

en)neny mit e, = 0 fir gerade n und e, = n fiir ungerade n.

Jn
b) i) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass v/n+1 — y/n — 0 fiir n — oo gilt. Die Folge
( n) = (v/n) erfiillt also die Voraussetzung. Allerdings ist (ay) divergent.
Die harmonische Reihe wire ein weiteres Gegenbeispiel.

ii) Seie > 0. Dann gilt € = 24 fiir § := \/¢/2 > 0. Nach Voraussetzung existiert ein ng so,
dass fiir n > ng stets |a,| < 262 = ¢ ist. Die Folge konvergiert also gegen Null.

iii) Etwa (a,) = ((—1)") erfiillt |a, + ant+1| = 0 < € sogar fiir alle n € N. Die Folge (ay,) ist
jedoch divergent.

1 falls n gerade

0 falls n ungerade erfiillt sicher |a, - ap11| = 0 < g, ist

iv) Die Folge (a,) mit a, = {
aber divergent.

v) In diesem Fall ist (a,) konvergent mit Grenzwert Null. Wére (a,) keine Nullfolge, so
giibe es zu vorgegebenem ¢ eine Teilfolge (ay(n))nen, fiir welche stets |ay | = /& wire.

2
Dann wire aber stets ]ak(n)\ > /" = ¢ im Widerspruch zur Voraussetzung!

Aufgabe 2
a) Offenbar gilt

=(1+ (—1)2”)2n =(1+1)* =22 fiir alle n € N.

Also ist (ay,) nicht nach oben beschrénkt, daher ergibt sich lim sup(a,) = oo. Weiter gilt

n—oo
agnir = (L4 (D))" @ )2+ =0 firallen € N.

Damit ist 0 ein Hiufungswert der Folge. Weitere Haufungswerte gibt es nicht, denn zu jedem
anderen Punkt kann man eine so kleine Umgebung wéhlen, dass nur endlich viele Folgenglieder
ap in ihr liegen. Somit ist liminf(a,) = 0.

n—oo

b) Wegen1+1/2" - 1und 2+ (n+1)/n=2+ 1+ 1/n — 3 fiir n — oo ergeben sich hier die
drei Haufungswerte 1, 2 und 3. Damit gilt hm 1nf (an) =1 und limsup(a,) = 3.

n—oo
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Aufgabe 3

a) Wegen a, = f—fl = 1fi konvergiert (a,) fiir n — oo gegen 2.
Fiir jedes n € N ist
2n —2(n+1) 2
— 2 g frg .
lan =2 nt1 ' nt1
Daher ergibt sich
2

2
<e & n>--—1.

-2l < =
]an |<e n+1 €

Sei € > 0 beliebig. Wahle ng € N mit ng > % — 1. Wie eben gesehen, gilt dann |a, — 2| < ¢
fiir alle n > ng. Also konvergiert (a,) gegen 2.

Ist ¢ = 10719, so kann man beispielsweise ng = 2 - 10 > 2.10'° — 1 nehmen. Damit gilt
lan, — 2| < 10710 fiir alle n € N mit n > 21010,

b) Die Folge (ay,) ist eine Nullfolge: Es gilt |a,| < 1 fiir alle n € N. Fiir € € (0,1) ist

1 1 1 1 2
|an|:<5<:>\/\/n+1+1><:>\/n+1>21<:>n><21> 1.
Vn+l+1 £ £ £

Hieraus folgt: W&hlt man zu einem vorgegebenen ¢ > 0 ein ng € N mit ng > (8% —1)2 -1,
dann gilt |a, — 0| = |a,| < € fiir alle n > ng, d.h. (a,) konvergiert gegen 0.

Etwa fiir ng = 1049 ist |a,, — 0] < 1071 fiir alle n > 100 erfiillt.

Aufgabe 4

a) Diese Folge ist konvergent, denn es gilt

n*4+3n—-4  1/n+3/n?>—4/n® 1o 0+0-0
1+n2+4n3  1/n3+1/n+4 0+0+4

b) Wegen ag, =1+ ﬁ — 1 (n— o0) und agy+1 = —1+ 2n1+1 — —1 (n — o0) besitzt die Folge

(ay) die zwei Haufungswerte 1 und —1. Daher ist (a,) divergent.

c) Wegen (u—v)(u+v)=u?—v2 alsou—v = (u?—v?)/(u+v) fiir u+ v # 0, ergibt sich

In? +2n + 1 — 9n? 2n +1
n =1/9M24+2n+1—-3n = =
VInZ+2n+14+3n VIn24+2n+1+3n
B 24 1/n nece 21
VI+2/n+1/n? 43 V9+3 3

d) Der binomische Satz 4.11 (2) liefert fiir jedes n € N

42
42 42
(1—|—n)42_z<k>nk—ao—|—a1n+...+a4gn42, wobel  «y, = <k>
k=0

Wegen ays = (g) =1 ergibt sich (1 4+ n)*? —n*? = ag + a1n + ... + ayn*!. Folglich ist

a0+a1n+...+a40n40+a41n41
an = x|
n
(&7)] aq Q40 n—oo 42 42



Wir verwenden die geometrische Summenformel 4.11 (1)

m—1
u™ — 0™ = (u—v) um T EOE = (= o) (T e o w2 0™ (%)
k=0

fir m = 10. Setzen wir by, := V1 +3n4+n=9, so gilt fir allen € N

() 4 b0 — 110 nt(3n~* +n79) 3+n°

4
an =n"(b,—1) = n™ = = .
" (ba=1) WO 4+b8+...+by+1 b+ +.. b, +1 b+ ... +b,+ 1

Wegen b, — 1 folgt an, — 35 (n — o0).

f) Fiir jedes n € N gilt
3=3"<a, < VB +37=Y2.3"=3. {2,
Wegen /2 — 1 (n — oo) folgt mit 6.3 (4): lim a, = 3.
Aufgabe 5

a)

Es seien (apn)neny = ((—1)")nen und (by)nen = (1)nen.

Dann ist (ay) beschrankt und (by,) konvergent. Jedoch konvergiert die Folge (c¢p)nen mit
Cp = Qp - by = (—1)™ nicht.

b) Nun seien (a,)pen eine beschrinkte und (b,)nen eine Nullfolge. Behauptet wird, dass die
Folge (¢n)nen mit ¢, := ay, - by, gegen 0 konvergiert.
Da (ay,) beschrinkt ist, existiert eine Konstante K > 0 so, dass |a,| < K fiir alle n € N gilt.
Deshalb ergibt sich fiir jedes n € N

len| = lag - ba| = [an| - |bn] < K|bpl.

Wegen b, — 0 konvergiert nach 6.3 (2) |b,,| — 0 und nach 6.3 (5) auch K|b,| — 0 fiir n — oo.
Mit 6.3 (1) folgt ¢, — 0 fiir n — oo.

Aufgabe 6

a)

b)

Es sei (an)nen eine konvergente Folge mit lim,, oo an =: a und (aj(,))nen eine Teilfolge von
(an). Wir zeigen, dass (ay(,)) konvergiert und lim a,) = a gilt.
n—oo

Sei e > 0.

Wegen a,, — a fiir n — oo existiert ein ng € N so, dass fiir alle n > ng gilt: |a, —a| < e.
Wegen k(n) < k(n + 1) fiir alle n € N existiert ein N € N mit k(N) > ng. Fiir alle n € N
mit n > N ist dann k(n) > k(N) > ng. Demzufolge gilt |ay,) — a| < ¢ fiir alle n > N, d.h.
(ap(n)) konvergiert gegen a.

Die Folge (an)nen besitze eine divergente Teilfolge (ay(n))nen. Zu zeigen ist, dass dann auch
(an) divergent ist.

Wir fiihren einen Beweis durch Widerspruch. Annahme: (a,) konvergiert.

Dann konvergiert laut a) jede Teilfolge von (ay). Dies ist jedoch nicht moglich, weil voraus-
gesetzt wurde, dass (a,,) eine divergente Teilfolge besitzt. Also ist die Annahme falsch, d.h.
die Folge (a,) divergiert.

Sei (an)nen eine Folge. Im allgemeinen folgt aus der Konvergenz von (ag,) und (ag,+1) nicht
die Konveregnz von (a,).

Ist etwa die Folge (ay)nen gegeben durch a,, = (—1)"™. Dann konvergieren die beiden Teilfolgen
(agn) und (agp+1) fiir n — oco. Jedoch ist (a,) divergent.



d) Sei (ay) eine Folge. Behauptung:
(an) konvergiert <= (a2n), (a2p+1) und (as,) konvergieren.
“=": Die Folge (an)nen konvergiere. Gemifl a) konvergiert dann auch jede Teilfolge von (ay,).
Insbesondere sind die drei Teilfolgen (asgy,), (a2n+1) und (asy,) konvergent.

“<”: Nun ist die Konvergenz der drei Teilfolgen (a2p)nen, (@2n+1)neny und (as,)nen voraus-
gesetzt. Zu zeigen: (a,)nen konvergiert.

Wir setzen lim ag, =: a, lim ag,4+1 =: b, lim as, =: ¢ und wollen zuerst a = b = ¢ zeigen.

n—oo n—00 n—oo

Da (ag,) Teilfolge von (agy,) ist und (ag,) konvergiert, konvergiert (ag,) gegen lim ag, = a.
n—oo

Da (ag,) Teilfolge von (asy,) ist und (as,) konvergiert, konvergiert (ag,) gegen lim as, = c.
n—oo

Hieraus folgt aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwerts a = c.

Durch Betrachtung von (ag,+3) ergibt sich analog b = c.

Wir wollen nun zeigen, dass (a,) gegen a konvergiert. Sei dazu € > 0. Wegen ag, — a fiir
n — oo gibt es ein ng € N mit

lag, —al < e fiir alle n > ny,

woraus
lam —a| <e  fiir alle geraden m > 2ng

folgt. Wegen agy, 11 — b = a gibt es ein n; € N mit
laon+1 —a| <e fiir alle n > nq,

woraus
lam —al < e fiir alle ungeraden m > 2nq + 1

folgt. Demnach gilt fiir alle m € N mit m > max{2ng,2n; + 1}
lam —a| < e,

d.h. (a,) konvergiert und zwar gegen a.

Aufgabe 7

Die Folge (ay,) sei durch die Rekursionsvorschrift
alz\@, n+1 = V2+a, firneN

gegeben. (Offenbar sind alle a,, > 0; also kann man die Wurzel ziehen.)

1. Beh.: Die Folge (a;) ist monoton wachsend, d.h. fiir alle n € N mit n > 2 gilt a,, > ap—1.
Induktionsanfang: Fiir n = 2 gilt ao = /2 + V2 >1V2=a.

Induktionsschluss: Es sei n € N mit n > 2. Fiir dieses n gelte a,, > a,—1 (IV). Dann folgt

v
an+1 = \/2 +an 2 \/2 + ap—1 = an.
2. Beh.: Die Folge (a,,) ist nach oben durch 2 beschrinkt, d.h. fiir alle n € N gilt a,, < 2.
Induktionsanfang: Es gilt a1 = V2 <2.
Induktionsschluss: Sei n € N. Fiir dieses n gelte a,, < 2 (IV). Dann folgt
v
ant1 =V2+a, < V2+2=2.
Da (ay) monoton wachsend und nach oben beschrénkt ist, konvergiert (a,) gegen einen Grenzwert
a € R. Da die Folge (an+1) eine Teilfolge von (ay,) ist, gilt nach Teil a): lim;,, o0 ap+1 = a. Durch
den Grenziibergang n — oo in der Rekursionsformel ergibt sich fiir a die Gleichung

a= lim apy; = lim v2+4a, = ,/2+ lim a, = V2 +a.
n—oo n—oo n—oo

Quadrieren liefert a? = 2 +a bzw. 0 = a?> —a —2 = (a — 2)(a + 1), also a = 2 oder a = —1. Wegen
an = 0 fiir alle n € N folgt a > 0 (vgl. 6.3 (3)). Daher ist a = 2 der Grenzwert von (ay,).



Aufgabe 8 (P)
Sei by, :==> "1, % fiir jedes n € N. Zu zeigen ist

lim b,, = e,
n—oo
wobei die Eulersche Zahl e durch e := limy,—.oo(1 + 1)" definiert ist.
1. Schritt: (by)nen konvergiert.
Um dies nachzuweisen, verwenden wir das Monotonie-Kriterium (vgl. Satz in 6.4):
(by,) ist monoton wachsend, denn fiir jedes n € N gilt

e A 1 "1
bnt1 :ZH:ZE—F n+ D) >ZH=bn.
k=0 k=0 k=0
Auflerdem ist (b,) beschrankt, denn fiir jedes n € N gilt
11 1 SN
by = 1+ 1 + - 4+ - <1 <,)
n FLt g tagtetag o SIS
-1 N = S——r—r k=0
20 1 P
ol 22 on—1
1\n
4 —(3 1
1:(1) 14 (21) <1+ . _3
T2 T2
Das Monotonie-Kriterium liefert, dass (b,) konvergiert.
2. Schritt: lim b, > e.
n—oo
Sein € Nmitn > 2. Fir k € Nmit n > k > 0 gilt
n\ 1 n! 1 1 n n-1 n—k:—|—1<1
E)nk  El(n—Fk)! nk K _n n n k!
e e N——
=1 <1 <1
Damit ergibt sich aus der binomischen Formel
IVt = fn) 1 1
(1) :Z<k>nk<2k!:b"’
k=0 k=0
woraus e = lim (14 )" < lim b, mit 6.3 (3) folgt.
n—oo n—oo
8. Schritt: lim b, < e.
n—oo
Es sei j € N mit j > 2 fest. Fiir alle n € N mit n > j gilt
1\n "L /n\ 1 7/ 1 ;
L - I ()
() =2 (e X (=
k=0 k=0
Nach 6.3 (3) erhalten wir fiir n — oo
1\n
e= lim (1—1—7) > lim 07(1])
n—oo n n—oo
Wegen
J J
G) _ ny 1 1 n n-1 n—k+1
n _Z<k>nk 1+1+Zk‘ n n n
k=0 k=2
_11]1111 1k—1n_>oo]1_b
S () ()
k=2 k=0
folgt mit 6.3 (3) fiir j — oo
e > lim b;.
j—o0



Aufgabe 9 (P)

a)

b)

Es sei (ay) eine Cauchy-Folge, d.h.
Ve>0 dng e N Vn,m>=ng: |a, —ap| <e.

Beh.: (a,) ist beschrankt, d.h. es gibt eine Konstante K > 0 mit |a,| < K fiir alle n € N.

Da (ay) eine Cauchy-Folge ist, existiert insbesondere zu ¢ = 1 ein ng = no(1) mit
Vn,m>=mng:  |ap —am| < 1.

Folglich gilt
Vn=ng:  an —ap,| <1

und fiir alle n > ng erhalten wir
lan| = |an — ang + ang| < |an — ang| + |ang| < 1+ |an,|.
Fiir 1 < n < ng gilt offensichtlich
|lan| < max{|a1],laz], ..., |an,—1]}.
Insgesamt ergibt sich fiir ein beliebiges n € N
lan| < max{|a1|, laal, ..., |ang—1], 1+ |an0|} = K.
Gegeben seien 0 < g < 1 und eine Folge (ap)neny mit |a, — apy1| < ¢" fiir jedes n € N.
Beh.: (an)nen ist eine Cauchy-Folge.

Wir zeigen zunéchst: Ve >0 dng e N Ve N Vn>ng: |aptr —an| <e.
Fiir beliebige k,n € N gilt

k—2 k—2
Ap+k — Qn = An+k + (Z an+j+1> - (Z an+l+1) — an

j=0 =0
k—2 k—1
Ji=l+1
= Qn+k + § An+j+1 | — Z Qnitj | — An
=0 j=1
k—1 k—1 k—1
= <§ an+j+1> - < E an+j> = Z(an+j+1 — anﬂ-).
J=0 J=0 J=0

Hieraus ergibt sich unter Verwendung der Dreiecksungleichung und der geometrischen Sum-
menformel

k—1 k—1 k—1
Qp4k — an| < Z ‘an+j+1 - an+j| < qnﬂ = qn q]
j: ]:O ]:O
" 1— qk qn
1—q 1—gq

Sei nun € > 0 beliebig. Wegen 0 < g < 1 konvergiert die Folge (%)nGN gegen 0, daher finden

wir ein ng € N mit % < €. Demzufolge ist

|antk — an] < e fiir alle n > ng und k € N. (1)

Hieraus folgt
|am —an| < e fiir alle m,n € N mit m,n > nyg.

[Denn: Seien m,n € N mit m,n > ng beliebig. Ohne Einschrinkung sei m > n. Dann ist
k:=m —n € N und nach (1) ergibt sich |ay, — an| = |apntk — an| < &.]
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