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Aufgabe 1

Sei z € C mit |z| < 1. Wir zeigen mit vollstédndiger Induktion:

(o)
Fiir alle k € Ny ist Z (":k) 2" absolut konvergent, mit dem Wert

vt (1 _ Z)k+1'

Induktionsanfang: Fiir & = 0 haben wir wegen (":k) = () = 1 die geometrische Reihe Y >° 2"

vor uns. Diese ist bekanntlich absolut konvergent und hat den Wert 1—;

n+k

” )z" absolut, mit dem

Induktionsschluss: Sei k € Ny beliebig. Fiir dieses k konvergiere > o (

Wert m (IV). Wir bilden das Cauchyprodukt der zwei Reihen
i ("Hh)=" = 1 1 T und i 2=
n=0 ( N Z) n=0

Nach Induktionsvoraussetzung ist die Reihe Y > ("Zk) z™ absolut konvergent und, da auch die
geometrische Reihe )7 ;2™ absolut konvergiert, ist das Cauchyprodukt der Reihen nach Satz 7.10
absolut konvergent und hat als Wert das Produkt der beiden Reihenwerte:

[e.9] o0 [e.9] n

o = e s = (S 059) (B) = 2 (X )
—Z(Z () )z |

Die Induktionsbehauptung ist also gezeigt, wenn wir noch >, (m:]—k:) = (”t’f“) fiir alle n € Ny
beweisen. Dazu verwenden wir vollsténdige Induktion nach n € Ngy:

Induktionsanfang: Fiir n = 0 steht links (k) = 1 und rechts (kgl) 1.
Induktionsschluss: Sei n € Ny. Fiir dieses n gelte " (m+k) (”+k+1) (IV). Dann folgt

m
n+1 n
v 4.10
Do) =30 (R () = (D () S () = (.
m=0 m=0

Da die Potenzreihe ) (”:k) 2" fiir alle z € C mit |z| < 1 absolut konvergent ist, ergibt sich
fiir ihren Konvergenzradius R > 1. Zudem ist (n:k) > 1, also limsup,,_, o (":k) 1/n > 1 und damit
R < 1. Folglich gilt R = 1.

Wegen (":1) =n+ 1 und (”:2) = 1(n+2)(n+1) fiir alle n € Ny wissen wir nun

> 1 > 2
;(nﬂ) =T und ngo(n+2)(n+1) =

Daraus folgt dann wegen n? = (n +2)(n + 1) — 3(n + 1) + 1 fiir jedes z € C mit |z| < 1

in Zn Zn+2)n+1 32714—12 —1—22
n=1 n=0

2 3 1 2—3(1—z)+(1—z)2 224z

1-2)3 (1-22 1-2z (1—2)3 C(1-2)3
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und wegen 2n+1=2(n+1) —1

o0 o0 o0
> (@2n+1)z ——20+Z(2n+1)(22)”:—1+22 (n+1)(2)" =D (z*)"
n=1 n=0 n=0
— 14 2 1 _—(1—z)+2—(1—z2)_3z — 24
B (1—22)2 1-22 (1—22)2 C(1—22)27
Aufgabe 2
a) Die Reihe lésst sich als Differenz zweier Potenzreihen darstellen:
e e} [e.e] o0 o)
n—1 n+l-2 1, 2 "
— 2" = — 2" = — 2" — — 2"
2 it T T = T 2 )
= (n+1)! = (n+1)! il = (n+1)!

Die erste Reihe ergibt E(z), die zweite liefert fiir z = 0 den Wert 2 und fiir z # 0 gilt

o e}

2 n_2 1 _
2T T i i Zm—; 2 -1).

Insgesamt folgt: Die von Y >2 ), z" dargestellte Funktion f : C — C ist gegeben durch

n=0 n+1
FO) =EQ) —2= 1, f()=mB(-EEZ2_EZAE@T2 )

z z

b) Hier ergibt sich geméf der Reihendarstellung der Sinus-Funktion fiir jedes z € C

iﬂ(z—i—l)%ﬂ (z+1)§:ﬂ(z+1)2n+l (z+ 1)sin(z +1).

|
o (2n + 1)! o (2n +1)!
Aufgabe 3
a) Fiir a, := (2n+1)/(n —1)? gilt
lant1] (m—1)2% 2n+3  (1-1/n)2 2+43/n 2
Die Reihe hat daher den Konvergenzradius 1. Wir miissen nun noch die Rénder des Konver-
genzintervalls, also x = —1 und = = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei Reihen
o0 o0
2n+1 2n+1
AL e S 2L
— 1y 1y
n=2 (n 1) n=2 (n 1)

Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn

2n+1  2(n—1)+3 2 3 2 3 2n+3
i (n—1)2 (n—1)2 n—1 + (n—1)2 " n + n? n? nt1

Die zweite Reihe hingegen divergiert wegen a,, > 2n/n? = 2/n und des Minorantenkriteriums.
Insgesamt: Die Reihe konvergiert nur fiir x € [—1,1).

b) Wegen {/|1/n"| = 1/n =2 0 hat diese Reihe den Konvergenzradius oo, d. h. sie konvergiert
fiir alle z € C.

c) Die Reihe hat die Form 21?;2 apz® mit ag, = en(+(=D") ynd asn+1 = 0 fiir alle n € N. Somit

ist
n(1+(-1)") { e/ =e, n gerade,
e =

V/2n =1, p ungerade,

2



und wegen *"{/|agn+1| = 0 fiir alle n € N folgt lim sup,_, . {/|ax| = e, d.h. die Potenzreihe
hat den Konvergenzradius e~!. Fiir 2 = ¢! ergibt sich die Reihe

Oo 1
Z en(l—i—(—l)”)e—2n )
n=1

Diese Reihe ist divergent, da fiir gerades n gilt: e?(+(=D")¢
Die Potenzreihe konvergiert daher nur fiir x € (—e™1,e71).

=2 =1 0 (n — 00).

Bemerkung: Man kann auch y := 22 setzen und Y 00, e"I+(=D")y" hetrachten. Diese Reihe
hat Konvergenzradius e~2, d.h. sie ist konvergent fiir |y| < e~ und divergent fiir |y| > e =2
Hieraus folgt dann Konvergenz fiir |z| < e~! und Divergenz fiir |x| > ™!

d) Fira, =1+ l + . l gilt offenbar 1 < a, < n. Wegen ¥/n 27 folgt hieraus
V)an] 2 1. D1e Potenzrelhe 3¢ | anz™ hat also den Konvergenzradius R = 17! = 1.
Fiir |z| = 1 konvergiert die Reihe nicht, denn dann gilt |a,2"| = a, ———> oo, d.h. die

Reihenglieder konvergieren nicht gegen 0. Konvergenz der Reihe liegt also nur fiir |z| < 1 vor.

e) Auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1, denn

E 20202 | = Vb 4|2k = 2)z|F A2 { 0, lzf <1,

oo, |z >1.

Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt keine Konvergenz vor, denn fiir |z| = 1 gilt
|2k 24| = 2% - 0 (k — o0). Die Reihe Yoo 92k 2 konvergiert somit nur fiir |z| < 1.

f) Fiir den Konvergenzradius R von » 7 th;l) => 7 ap(z+ 30)" mit a, := # ergibt sich
wegen

1
lim su a hm SUp ——— =
msup Vlan] = limsup e

R =171 = 1. Die Potenzreihe > °° % konvergiert also fiir z € C mit |z 4+ 3i| < 1 und
divergiert fiir z € C mit |z 4 3i| > 1. Fiir z € C mit |z + 3i| = 1 gilt

z+3)" z+ 31" 1 )
‘( ng) :’ 2 =— fiir jedes n € N.
Wegen der Konvergenz von Y o | - ist die Reihe Y07, (ZJ;?;Z fiir |z 4+ 3i] = 1 nach dem

Majorantenkriterium konvergent. Also konvergiert die Reihe genau fiir z € C mit |z + 3i| < 1.

Aufgabe 4
Sei f: R — Rmit f(z+y)= f(zx)+ f(y) fir alle z,y € R.

a) Wegen f(0) = f(04+0) = f(0)+ f(0) ist f(0) = 0. Fiir jedes z € R folgt aus 0 = f(z+(—x)) =
f(@) + f(=x)

f(=z) = =f(2). (1)
Fiir jedes p € N und = € R gilt nach (p — 1)-maliger Verwendung der Voraussetzung

f(pz) =pf(z).
Hieraus folgt mit (1)

flpx) =pf(x) fiir alle p € Z und = € R. (2)
Fiir alle ¢ € N und « € R ergibt sich damit
f@) = fate) = qfta) = f(o)=1 (). 3)

Sei nun r = % € Q mit p € Z und g € N. Fiir jedes x € R erhalten wir

fra) = £(22) 2 pra) Q 2f(a) = rf(a).



b) Sei f stetig in 0, d.h. fiir alle reellen Folgen (z,) mit x,, — 0 (n — o0) gilt f(z,) — f(0)

Beh.: f ist stetig auf R, d.h. f ist stetig in y fiir alle y € R.

Sei y € R beliebig und (x,) sei eine reelle Folge mit =, — y (n — o0). Zu zeigen ist
f(an) = f(y) (n — oo). Es gilt
F@n) = F@) L F@a) + F(—y) = Fan + (—9) = Flon —y) "= £(0) Lo,

denn z,, —y — 0 (n — o0) und f ist im Nullpunkt stetig nach Voraussetzung. Also folgt

flan) === f(y),
d.h. f ist stetig in y.

c) Essei z € R. Dann existiert eine Folge (r,,) rationaler Zahlen mit r,, — x fiir n — oo (vgl.
Beispiel (5) in Abschnitt 6.2). Aufgrund der Stetigkeit von f ergibt sich

flrn) — f(x) fiir n — oo.

Andererseits ist
flrn) = f(ra-1) 2 rnf(1) — xf(1) fiir n — oo.
Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt f(x) = xf(1).

Aufgabe 5
Es gilt f(0) =bund f(2) = c— 2. Aus f(0) = f(2) = 0 folgt daher b = 0 und ¢ = 2. Auf (—o0,1)
und auf (1,00) ist f nach Satz 8.3 stetig. GeméiB Satz 8.9 ist f stetig in 1 genau dann, wenn

lim f(z) = f(1) = lim_f(a)

r—1— r—14

gilt. Nun haben wir

lim f(z) =2+4+a= f(1) und lim f(z)=2-1=1;

r—1— r—14+

also ist f genau fiir a = —1 stetig.

Aufgabe 6

a) Sei (ap)nen eine reelle Folge mit a1 < ay, und a, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt:

[ee) (o.¢]
Zan konvergiert = ZQkan konvergiert.
n=1 k=0

Beweis:

(e 9]

. 00 k
oo 1 Gn. Um die Konvergenz von )~ 2%ayx

“=7":Sei > ° | an konvergent. Wir setzen b := )
zu zeigen, miissen wir begriinden, dass die Folge (sx)ken = (Z?:o 2801 ) en fiir K — oo
konvergiert. Da (a,) monoton fallend ist, gilt fiir jedes K € N

1
b > ai+az+(az+as)+(as+. . .+ag)+. . .+ (agx-1,+. . .Fasx) > §a1+a2—|—2a4—|—. 2B

Also ist s = a1 +2ag+4ag +. .. +2Faysx < 2b fiir jedes K € N, d.h. (sx)gen ist beschrinkt.
Wegen a,, > 0 fiir alle n € N ist (sx)gen monoton wachsend.

Nach Satz 6.4 ist (si)ren konvergent, d.h. > 72 2Faq konvergiert.



“<”: Nun konvergiere Y 70 2¥ayr. Wir schreiben wie zuvor (sx)xen = (Zszo 2% aor ) N
Nach Voraussetzung ist (sx) konvergent, etwa sxg — s (K — 00).

Ist by := 25:1 a, fir N € N gesetazt, so gilt fiir jedes K mit 25 > N

by=a1+as+...+ay<ar+(aa+az)+(as+...+a7)+...+ (agx + ...+ asx+1_1)
<a1+2a2+4a4+...+2 ok = SKg < S
Also ist (by) beschrinkt. Da (by) iiberdies monoton wachsend ist, liefert Satz 6.4 die Kon-
vergenz von (by), d.h. > 07 | a, konvergiert.

Setzt man statt der Monotonie nur a,, > 0 fiir alle n € N voraus, so ist die Aussage i.a. falsch.
Ist beispielsweise die Folge (ay)nen gegeben durch

I

[ 1/n  falls n = 2" fiir ein k € Ny
n = 0 sonst

also (an) = (1,3,0,1,0,0,0,%,0,0,0,0,0,0,0, 15, . ..), dann konvergiert Y_o° | an, = Y peq 27",

jedoch ist Y 52 2%as = Y 5o, 1 divergent.

b) Fiir a € Q setze a, := n% Dann geniigt (a,) den Voraussetzungen von Teil a). Dieser liefert

oo 1 o0 o) 2k: o) 1 k
Z e Z an konvergent & Z 2’“(12;c = Z 295 = Z(Qa—l) konvergent
n=1 n=1 k=0 k=0

geom, Reihe
-

2a_l‘<1 & a-1>0 & a>l

Aufgabe 7 (P)

a) Laut Bernoullischer Ungleichung ist (1+4y)" 1+ny fiir alle y 2 —1 und n € N. Insbesondere
fir y=1ergibt sich 2" =(14+1)">1+4n bzw fiir alle n € N.

7\n+1

Damit gilt fiir jedes z > 0
+1 & 1 g+l &

o0 2n o0 1 n
et ma S S S

n=0 n=0 n=0 n=

b) Sei z € R beliebig. Dann gilt

i cos(nz) n i sin(nx) i cos(nz) + isin(nx) i eine i (e)n
-~ 7 ) — e e

| | | | |
— nl — nl vt n! ol = ol

_ e ecos(ac)-i—i sin(z) _ e

— ecos(@ )[cos(sin(:v)) + isin(sin(m))]

= @) cos(sin(z)) + i €@ sin(sin(z)).

cos(x) ei sin(x)

Vergleich von Real- und Imaginérteil ergibt die Identitdten

Z COST(::E) = ¢°*(®) cos(sin(z)) und Z Smg!m) = @ gin(sin(z)).
n=0 n=0



Aufgabe 8 (P)

a)

b)

n—oo

Es gilt f,(0) = 0 fiir alle n € N, also f,,(0) —— 0. Fiir > 0 gilt

fo() r4+nzl+nr x/m+2’+r e 24T
x = pry
" 1 +nx 1/n+x

Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise gegen die Funktion f : [0,00) — R mit

ﬂ@z{o’ L

=x+1.

z+1, >0

Auf [0, 00) ist die Konvergenz nicht gleichméfig, da die Funktion f in 0 unstetig ist, alle f,
dort aber stetig sind (vgl. Satz E7.5 (b)).

Auf [a, 00) mit einem a > 0 liegt dagegen gleichméBige Konvergenz vor. Fiir jedes x € [a, 00)
gilt nédmlich

T+ na? 4+ nx z+nz? +nx — (z+1)(1+nx)
i e [ —— 1 =
ule) = S| = [T o) —
r+nxi4+nr—z—nx—1—nzx —1 1 N 00
= = < =:cp 0.
1+ nx 1+ nx 1+ na

Nach Satz E7.4 (a) konvergiert (f,) auf [a,c0) gleichméBig gegen f.
Es gilt f,(0) =1 fiir alle n € N. Ist = € (0, 1], so folgt |1 — x| < 1 und damit
folz)=(1—-2)" 2=20.
Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise gegen die Funktion f : [0,1] — R mit
1, =0,
fa) = { 0, e (0,1].
Auf [0,1] ist diese Funktion unstetig, im Gegensatz zu den Funktionen f,; also kann die
Konvergenz auf [0, 1] nicht gleichméfBig sein.
Auf [, 1] liegt jedoch gleichm#Bige Konvergenz vor: Fiir alle « € [3,1] gilt wegen |1 — 2| < 3
[fn() = f(@)] = |fu(@)] = |(1 —2)"| = 1 — 2" <277,
und nach Satz E7.4 (a) bedeutet dies gleichméfBige Konvergenz.
Offenbar gilt f,,(0) = 0 fiir alle n € N. Fiir z € (0,1] ist ¢ := 1 — 2 € [0,1) und es ergibt sich
fn(2) = nzg™ 2= 0.
(Dass ng"™ — 0 fiir n — oo gilt, folgt daraus, dass wegen /ng®™ — ¢ < 1 fir n — oo die
Reihe tiber ng™ konvergiert.) Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise gegen die
Funktion f mit f(z) = 0 fiir alle z € [0, 1].
Obwohl die Grenzfunktion f stetig ist, liegt keine gleichméaflige Konvergenz vor: Geméafl De-
finition konvergiert die Funktionenfolge (f,,) gleichméBig auf [0, 1] gegen f, falls
Ve>03dng e NVn>no Ve e[0,1]: |fu(z)— f(z)| <e
erfiillt ist. Negation liefert die Bedingung, dass die Funktionenfolge ( f,,) nicht gleichméfig auf
[0,1] gegen f konvergiert:
Je>0Vng e NIn>ng Iz €[0,1]: |fulx) — f(z)] > e
Wegen
Falahy) = ne s (L= 2" = ()" = 22 (B) ™ = ho(14 Ly~ 2o, o
gilt ]fn(%ﬂ)] > fe~! fiir fast alle n € N.

Ist € := %e‘l gesetzt, dann finden wir also zu jedem ng € N ein n > ng und ein = € [0, 1] mit

|fu(x) — f(2)| = |fu(z)] = e (némlich z = n%_l) Dies schliefit gleichmifiige Konvergenz aus.
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