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Aufgabe 1

a) Das Additionstheorem sin(x + y) = sinxz cosy + cosxsiny liefert fiir jedes = € R
sin(2z) = sin(z + ) = sinx cosx + cosxsinx = 2sinz cosz .

b) Ebenso folgt aus cos(x 4+ y) = cosx cosy — sinzsiny die Gleichung

cos(2x) = cos(z + x) = cosz cos ¥ — sin xsinz = cos’zx — sin’z,

und mit der aus der Vorlesung bekannten Formel cos?z +sin?z = 1 ergibt sich fiir jedes € R

cos’zy — sin’z =

cos?z — (1 — cos’x) = 2cos®z — 1.

{ (1 —sinx) — sin?z = 1 — 2sin’z,
c) Das Additionstheorem liefert wegen cos(—b) = cosb und sin(—b) = —sinb
sin(a — b) = sina cos(—b) + cosasin(—b) = sinacosb — cosasinb.
Mit a := 3(z + y) und b := 3(z — y) erhilt man also
sinz + siny = sin(a + b) + sin(a — b)
= (sinacosb + cosasinb) + (sinacosb — cosasinb) = 2sinacosb.
d) Genau wie eben iiberlegen wir uns zunéchst
cos(a — b) = cosacos(—b) — sinasin(—b) = cosacosb + sinasinb
und erhalten dann mit a := $(z +y) und b:= (z —y)
cosx + cosy = cos(a + b) + cos(a — b)

= (cosacosb— sinasinb) + (Cosacosb+sinasinb) = 2cosacosb.

Aufgabe 2

a) Wir kennen die Potenzreihen fiir sin z und cos z um die Entwicklungsstelle 0. In Verbindung
mit dem Additionstheorem fiir sin z ergibt sich fiir jedes z € C

f(z) =sin(1+2z— 1) sin(1) cos(z — 1) + cos(1) sin(z — 1)
[eS) 1 k
= sin( Z z—l )¢ 4+ cos(1) (2(14:—1—)1) 1)2FL = Zan (z—1)"
k=0 k=0
mit
: (=12
sin(1) 54—, falls n gerade,
anp = (7;71)/2 (n € ND).
cos(1) % , falls n ungerade

Der Konvergenzradius der Reihe ist offensichtlich oo.
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b) Fiir jedes z € C\ {—1, %} erhalten wir unter Verwendung der Identitét 171;;2 = 12 J/i + 11_/5’2
2/3 1/3 2/9 -1/9
[P 7. BV /. B V. N
3+ (z—-2) —-3-2(2-2) 1+(2-2)/3 1+4+2(2—-2)/3
Fiir #]z — 2| < 1 gilt
1 B i ( z— 2)
1+(z2-2)/3 — 3
und fiir 2|z — 2| < 1 ist
1 i 2(z—2)\" %)
_— = _— . *
1+2(z-2)/3 3
n=0
Hiermit folgt fiir jedes z € C mit |z — 2| < 2
2~ 2=2\" 1 2:-2)
=23 (- I (- Zw_z
9 3 9
n=0 n=0
mit a, = 2(—3)" — §(=2)" = (—3)"*%(2 — 2"), n € Ny. Der Konvergenzradius betréigt 3,
weil die geometrlsche Relhe in (x) fiir z € C mit 2|z — 2| > 1 divergiert.
Bemerkung: Die Darstellung 171;2222 = 12 f; + 11/ 3 kann man auf die folgende Weise erhalten
(— Partialbruchzerlegung): Wegen 1 — z — 222 = (1 + 2)(1 — 22) machen wir den Ansatz
1—2 a b
= -
1—2-222 142z 1-2z
und miissen die Konstanten a,b € R berechnen. Die rechte Seite dieser Gleichung liefert
L b a(l-22)+b(1+2) a+b+(—2a+0b)z
I+2z 1-22  (14+2)(1-22) 1—2z—222
Die Darstellung gelingt also, wenn a + b = 1 und —2a + b = —1 sind. Dies bedeutet a = %
und b = %
c) Wegen cos(2z) = 2cos?z — 1 (vgl. Aufgabe 1 b)) ergibt sich fiir jedes = € R
o (=D)F o (-1
f@)=21(1+cos(2z)) =1 +1 2z)* =1+1 2% 2k Zan:c
(2k)! 2k)
k=0 k=1
mit
1, falls n =10
Ay, = 0, falls n ungerade (n € Np).
% (_Qr 2 A falls n > 2 ungerade
Der Konvergenzradius ist oo.
Aufgabe 3
a) Fiir x # 1 gilt wegen 1 — 23 = (1 — z)(1 + = + 2?) [Diese Gleichheit erhilt man mit Hilfe der

geometrischen Summenformel 4.11 (1) oder der Polynomdivision (1 — %) : (1 — x).]

13 C(A+z+2?)-3  (z-1)(z+2) _ zH2
l—2 1—a3 1— a3 C(l-2)(1+z+2?) 1+axt+a?’

Damit ergibt sich fiir den Grenzwert

. 1 3 . T+ 2 1+2 3
lim — =lm-—— = = _Z =_1.
s—I\1l—2 1—2a3 z—1 14 x4 22 1+1+12 3




b)

d)

f)

Der Binomialsatz 4.11 (2) liefert fir z # 0 die Darstellung

A\2 A 749\ [42\F 42 422 42\ *2
<1+) :Z< ><> :1+42-+a2<) +...+a42<>
T — k €T €T €T x

mit ag := (4]3). Also erhalten wir

42\*2 42 42\? 42\*2
im —(((14+22) 1) = im Z(a2- 2240, (22) 4. +ap (22
x—00 42 €T x—00 42 €T €T T
42\* 42\? 42\
= lim <42+a2<> +a3<> +...+a42<> >:42.
T —00 €T xT €T

Setzen wir zur Abkiirzung a := /8 + x und b := 2, so ergibt sich mit der bekannten Glei-
chung a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?) [wieder geometrische Summenformel 4.11 (1) oder

Polynomdivision| die Darstellung

VBtr—-2=a-b= (VB +u) 2 - z .
(V8+z)2+2v8+x+22 (V8+=xz)2+2V8+x+4

Folglich hat man nach Satz 8.3 und Beispiel in 8.6
V8+ 1 —2 1 1 1

lim = lim

=0 @ =0 (Brz)2+208+x+4 (V8)2+2¢8+4 12°

Dieser Grenzwert existiert nicht. Der Zéhler des Bruchs hat in & = 3 ndmlich keine Nullstelle,

und wegen (2% — x)/(x +2) — 6/5 fiir  — 3 gilt

2_32-6 x—-3 x+2

—o0 firz — 3—.

22—z 1 2?2 —x {—i—oo fir x — 34,
. —
x

Sei a € (0,00). Fiir a # 1 ergibt sich

a:lnail exlnail
= -Ina
x T zlna y—0
Die Gleichheit in (x) folgt sofort aus der Ungleichung 7.11 (11).

Fiir a = 1 gilt stets a® — 1 = 0, also ist auch in diesem Falle der Grenzwert 0 = Ina.

at —1 e e—0 .. e¥—1 (%)
= lim

-Ina = Ina.

Fir alle x > 1 gilt

L EEIR-(E)? 4
SR C v Sy = By

und damit erhalten wir

1 1
\/x+1+\/x_1_2f:\/x+1+\/3?_\/x—1+\/5
NVr—1+yVz—-(Voe+1+z) Vi—1—-+vVz+1

WVr+1+ve)Ve—14+vz) (e+1+Vz)Vr—1+ 1)
(x—1)— (z+1)
Vet T+ Vo) (Vo —1+ve) (Ve —1+Vet1)

Insgesamt ergibt sich

lim a;3/2(\/x+1+\/m—1—2\/5>

r—00

—213/2

s WVr+1+Vz)Ve—-1+Vz) Ve —-1+Vr+1)
—9 -2 1
= lim -

Vit e+ ) (V- e+ D)(VI-1z+/I+1/z) 2:2:2 4




g) Mit der Reihenentwicklung von sinz hat man fiir jedes = # 0

1 1  z-—sinz m—(w—%x3+%x5—...) %x3—5x5+...

sinxz  x  zsinz vl — x4+ ..) a?— Jat+ .

und hieraus folgt wegen der Stetigkeit von Potenzreihen (vgl. Satz 8.7)

lim1 ! —1 —1im%563_%%54_'”—lim—%_%xQ%—”'—é—1
z—0 x \ sinx x z—0 x?’—%x‘r’—i-... z—0 1—%I2+... 1 6

h) Wir erhalten wegen lim, . 82% = 1 [vgl. 7.12 (6) oder iiber Reihenentwicklung des Sinus]

xT

esm:p_l (esmz_ 1 sinx) ) esmx_l

lim — = lim
x—0 xT z—0

sin x x z—0 sinx

sinz
T

Bei dieser Umformung muss man beachten, dass aus lim,_,g
sinz # 0 in der Ndhe von zy = 0 gilt.

= 1 insbesondere folgt, dass

Fiir jede Folge (zy,) mit 2, — 0 und z,, # 0 hat man also sinz,, — 0 und sinx,, # 0 fiir fast

. Yy_
alle n. Daher folgt aus lim,_q © ’ 11
esinmn -1 oo )
sin ,, '
. . . sinx __
Demnach existiert der zu untersuchende Grenzwert: lim,_,q £ L—1.

T

Aufgabe 4

a) Seiz > 0. Wegen der Injektivitiit von In : (0, 00) — R ist die gegebene Gleichung zV* = (/z)*
dquivalent zu

ln(xﬁ):ln((ﬁ)x) & Vrhhz=zlnyz & Vrlher=3izhe & (Vo—iz)lhz=0.

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn Inz = 0 (also = 1) oder wenn /z = 3z gilt.
Aus Letzterem folgt x = ixQ und damit z(1 — %1‘) = 0, also x = 4. (Man beachte x > 0.)
Somit gilt v = (,/z)* genau fiir x = 1 oder = = 4.

b) Sei z € R. Wir zeigen |sin(nx)| < n|sin z| mittels vollstindiger Induktion nach n € N.
IA: Fiir n = 1 ist die Abschétzung trivial: [sin(1-z)| < 1- [sinz|.
IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte [sin(nz)| < n|sinz| (IV). Dann folgt mit Hilfe des
Additionstheorems fiir Sinus
|sin((n + 1)z)| = |sin(nz) cos(z) + cos(nx) sin(z)| < |sin(nx)| - |cos z| + |cos(nx)| - |sin z|
() v
< [sin(nz)| + [sinz| < nisinz| + [sinz| = (n + 1)|sinz|.

In (xx) verwendeten wir |cosy| < 1 fiir alle y € R. Dies, wie auch |siny| < 1, folgt sofort aus
der Identitit (siny)? + (cosy)? =1 fiir alle y € R.

Aufgabe 5

a) Wir definieren die Funktion A : [a,b] — R durch h(x) := z —g(x). Dann ist h als Komposition
stetiger Funktionen stetig. Wegen ¢([a,b]) C [a,b] gilt h(a) = a — g(a) < a —a = 0 und
h(b) =b—g(b) = b—b= 0. Daher liegt yo := 0 zwischen den Funktionswerten h(a) und h(b).
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es (mind.) ein xg € [a, b] mit h(xg) = 0, d.h. g(xg) = 0.

b) Auf dem Intervall [0,2] ist f nach Satz 8.3 stetig. Zudem ist fiir z > 0 offenbar f(z) > 0 und

flx) = ’”;Figl =1- x}r3 < 1. Deshalb gilt fiir die stetige Funktion f : [0, 2] — [0, 2] gemif a):

Es gibt (mindestens) ein zg € [0,2] mit f(x¢) = zo. (Solch ein z¢ heifit Fizpunkt von f.)




c) Wir verifizieren zunéchst, dass die Funktion f : [0,2] — [0, 2] monoton wachsend ist. Fiir alle

z,y € [0,2] gilt namlich

L — Lo 5 M@ < ).

TSy 2+37 y+3 z+3 y+3

Nun zeigen wir, dass die Folge (yn)nen,, definiert durch yo € [0,2] und y, = f(yn—1) fiir
n € N, monoton ist. Dazu unterscheiden wir zwei Félle:

Fall yo < f(yo): Die Folge (yn)nen, ist monoton wachsend, d.h. Vn € N: y,,_1 < y,. Denn:
IA: n=1. Esist yo < f(yo) = v1.
IS: Sei n € N. Es gelte y,—1 <y, (IV). Da f monoton wachsend ist, folgt

v
Yn = f(yn—l) < f(yn) = Yn+1-

Fall yo > f(yo): Die Folge (yn)nen, ist monoton fallend, d.h. Vn € N: y,,—1 = yp,.

Dies kann man dhnlich wie eben durch vollstdndige Induktion beweisen.

Auflerdem gilt yp € [0,2] und y,, = f(yn—1) € [0, 2] fiir alle n € N, also ist (yn)nen, beschrinkt.
Die beschrénkte und monotone Folge (yn)nen, konvergiert nach Satz 6.4.

Bemerkung: Macht man in der Rekursionsformel y,+1 = f(yn) den Grenziibergang n — oo

(und beachtet dabei die Stetigkeit von f), so ergibt sich fiir den Grenzwert a der Folge (y,)
die Gleichung

a= lim y,41 = lim f(yn) = f(a)7
n—oo n—oo

d.h. a ist Fixpunkt von f. Rechnen wir a aus: Es gilt a = Z—Ig Nach Multiplikation mit a + 3

erhilt man die quadratische Gleichung a2 4+ 2a — 2 = 0 in a, die genau fiir a = —1 + /3 oder
a = —1— /3 erfiillt ist. Wegen y,, > 0 fiir alle n € Ny muss a > 0 gelten, also a = —1 4+ /3.

Aufgabe 6

a)

b)

Sei a € (0,00). Definitionsgemés gilt
o=a, z1=a’? @y= (a1/2)1/2 — gy = (a1/4)1/2 — al/8,
Mit vollstéindiger Induktion beweisen wir z, = a'/2" fiir alle n € Nj.

IA: n = 0. Nach Definition ist xy = a.
IS: Sei n € Ny. Es gelte z,, = a'/?" (IV). Dann folgt

1/2 IV 1/2n\1/2 1/2n+1
Tny1 = /2 = (aMF)V2 = o127

Damit erhalten wir fiir jedes n € N

1/2n
a -1
UYp = 2”(1’71 _ 1) = W
Wie wir in Aufgabe 3 e) gesehen haben, gilt lim,_.o % = Ina. Wegen 1/2" — 0 (n — o0)
folgt limy, o0 Y = limy, o0 % =Ina.

Seien z,y € (0,00). Da die Exponentialfunktion £ : R — (0, 00) streng monoton wachsend
ist, ist die zu beweisende Ungleichung % <ln %ﬁ dquivalent zu

E(lnx;lny) gE(lnx;y>‘

WEeil In die Umkehrfunktion von FE ist, ergibt sich hier auf der linken Seite

E(lnx—;—lny) = \/E(lnzn—{—lny) = \/E(ln:n) E(lny) = Vxy,

5



und auf der rechten Seite erhélt man x—;y Also miissen wir lediglich

vay < Y
beweisen. Dies folgt mit der binomischen Formel:
z+y z)? = 2Vry + (Vy)? —Vy)?
T e N R Y )

Um Inz < 2 — 1 fiir alle z € (0,00) mit  # 1 zu beweisen, verwenden wir, dass die Expo-
nentialfunktion E : R — (0, 00) streng monoton wachsend ist, und erhalten

hr<z—-1 <= Elz)<Ex-1 <<= z<E(@x-1).

Fiir x > 1 gilt wegen x — 1 > 0

e}

r—1)" T — 0 T — 1
E(:::—1):Z( nll) 5 0!1) +( 1!1) =1+ (z—-1)==z.

n=0

Fiir x € (0,1) erhilt man wegen 1 —z € (0, 1)

o o
(I—x)" 1 1
E(l—2z) = _ 1l—g)'=— =
(1-=) Z n! <Z( @) 1-(1-2) =z
Hieraus folgt dann
1 1
Ezx-1)=———=>—F1=u=x.

El—-z) 1/z

Aufgabe 7 (P)

a)

b)

Setzt man = 11in ) >, 2"™(1 — z) ein, so ergibt sich der Wert 0. Fiir jedes z € (—1,1) gilt
[e.9]
1

Zx”(l—x):(l—x)Zx”:(1—x);1:z:nk:x(1—:c)- T, =%
n=1 n=1 k=0

Die Funktionenreihe konvergiert also punktweise gegen die Funktion f : (—1,1] — R mit

f(x)z{o’ T

z, z€(-1,1).

Da diese Funktion, im Gegensatz zu den Partialsummenfunktionen sy : (—1,1] — R, die
durch sy(z) := 21]1\,[:1 x"(1—x) gegeben sind, nicht stetig in x = 1 ist, liegt keine gleichméBige
Konvergenz vor (vgl. Satz E7.5 (b)).

Bemerkung: Auch auf dem Intervall (—1, 1) liegt keine gleichméBige Konvergenz vor: Fiir jedes

N eNund z € (—1,1) gilt

N-1 N
1—
sx(0) = J0)| = |0 = e Yo" = a] = |1 =) T =] = o =
n=0
sowie
||V > 1 = || > b
x Z 5 x| > N+\I/§'

Obige Rechnung zeigt: Ist € := % gesetzt, dann finden wir zu jedem N € N ein z € (—1,1)
(etwa x = %\1/5) so, dass |sy(z) — f(x)| > € gilt. Dies schliefit gleichméfBige Konvergenz aus.

Fiir alle x € R und n € N haben wir

1
22 +n?

1 < 1
22 4+n2 " n2’

Da die Reihe iiber 1/n? konvergiert, folgt aus Satz E7.4 (b): Die vorliegende Funktionenreihe
konvergiert gleichméflig und damit auch punktweise auf R.
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