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Aufgabe 1
Sei k € Z. Um zu beweisen, dass die Funktion arcsiny, : [—1,1] — [25L 7, 225 7] die Umkehrfunk-
tion der bijektiven Funktion siny : [L;l T, 2’“2—“ 7] — [—1, 1] ist, zeigen wir
(a) arcsing (sing(z)) = z fiir alle z € [% T, 2’“2—“ 7] und
(b) sing(arcsing(y)) =y fur alley € [-1,1].
Vorbemerkung: Fiir alle u € R gilt nach dem Additionstheorem fiir Sinus
sin(km +u) = sin(kr) cos(u) + cos(kr) sin(u) = (—1)" sin(u) . (1)

Zu (a): Sei z € 2L 7, 225 7] beliebig. Schreibt man @ = kr +u mit u € [~ %, Z], dann ergibt sich

arcsing (sing (x)) = arcsing(sin(x)) = kr + (—1)* arcsin(sin(z)) = kr + (—1)F arcsin(sin(k7r + u))

D kr 4 (—1)* aresin((=1)* sin(u)) = kr + (=1)*(—1)* arcsin(sin(w))

=krt+u=u (dawe[-F,F]).
Zu (b): Fiir jedes y € [—1,1] gilt
siny (arcsing(y)) = sin(arcsing (y)) = sin(kr + (—1)* arcsin(y))
W (—1)*sin((—1)* arcsin(y)) = (—1)% sin(arcsin(y)) = v.

Um zu beweisen, dass die Funktion arccosy : [—1,1] — [km, (k + 1)xw] die Umkehrfunktion der
bijektiven Funktion cosy : [k, (k 4+ 1)7| — [—1, 1] ist, zeigen wir

(c) arccosy, (cosg (z)) fir alle z € [kn, (k + 1)7] und

=z
(d) cosg(arccosk(y)) =y fir alle y € [—1,1].
Wir verwenden (vgl. 9.2 (7))
sin(z + §) = cos(x) bzw. sin(y) = cos(y — 5) fir alle z,y € R. (2)
Zu (c): Sei x € [km, (k4 1)n] beliebig. Dann ist  + § € [km + F, (k + 1)7 + T], und es gilt

2)

arccosy(cosy(x)) = arccosy(cos(z)) = arcsing4q(cos(z)) — 5 = arcsingyq(sin(z + §)) — 5

=r+5—5=< (nach (a), daxz+ § € [2(k+21)_1 T, 2(k+21)+1 )).

Zu (d): Fiir jedes y € [—1,1] gilt

(2) (®)

cosy,(arccosy(y)) = cos(arcsingq1(y) — 5) = sin(arcsing1(y)) = v.
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Aufgabe 2
a) Seiy > 0. Fiir jedes x € [0, y] gilt

00 00
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n=0 n=0

Da diese Potenzreihe um die Entwicklungsstelle 0 den Konvergenzradius co besitzt, folgt nach
Abschnitt 10.11 der Vorlesung
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b) Wie in Aufgabe 1 b) vom 7. Ubungsblatt gesehen, gilt fiir alle z € R
sin® 2 = (1 — cos(22)).

Deshalb erhélt man mit Beispiel 10.11 (2)

/ sinzxdac:/ ;(1—cos(2x))dx:§/ ldx—%/ cos(Qx)daszg—%sm(;”) =3.
0 0 0 0

Wegen sin? z + cos? z = 1 fiir alle € R folgt hiermit

s s s s
/ cos2mdac:/ 1sin2:cdx:/ ldq:/ sin2xda::7r—g:g.
0 0 0 0

Sei f:[1,2] = R, x> e”. Zuerst bemerken wir, dass f als stetige Funktion iiber [1, 2] integrierbar
ist. Betrachten wir fiir ein n € N die Zerlegung Z, = {xo,21,...,2,} des Intervalls [1,2] mit
xj:=14j/n fir j € {0,1,...,n}, so gilt fiir die Teilintervalle I; := [x;_1, ;]

Aufgabe 3

mj = inf f(I;) = f(zj_1) = ™! und M; :=sup f(I;) = f(zj) =e"7,

denn f ist monoton wachsend. Somit ergibt sich wegen |/;| = z; —z;_1 = % fiir die Untersumme
von f beziiglich Z,

n n n—1
E 2 : e

Sf(Zn) = mj]Ij] = e1+ j—1)/ 2 : (G-1)/ ﬁ Z(el/n)l
=1 J=1 1=0

e 1*(61/’”)”_ 6(1*6) B
Tn 1—el/n _n(l—el/”)_e(e_l)el/”—l

und daraus folgt fiir das untere Integral von f

sy =sup{sy(Z): Z ist Zerlegung von [1,2] } > lim s¢(Z,) =e(e—1).

n—oo



Fiir die Obersumme von f beziiglich Z,, erhélt man
Si(Zy) = Zn:M-II‘I = Zn: “ Zn:elﬂ/n e Zn:e(j*“/" =" 4(Zy)
fn—‘ W= 27 T T a4 = fien);
7j=1 7=1 7=1 7=1
so dass auch S¢(Z,) — e(e — 1) fiir n — oo folgt. Damit besteht die Abschitzung
Sy =inf{S¢(Z) : Z ist Zerlegung von [1,2] } < lim Sf(Z,) =e(e—1)

fir das obere Integral. Da stets sy < Sy gilt, haben wir e(e — 1) < sy < Sf < e(e — 1), d.h.
sy =Sy =e(e—1), und dies bedeutet ff f(z)dz = e(e —1).

Aufgabe 4
1. Schritt: f,g € Rla,b] = f+g € Rla,b] und [*(f +g)dx = [° fda+ [*gda.
Seien Z1, Zs beliebige Zerlegungen von [a,b] und Z := Z; U Zy = {xg,x1,...,2p} mit a = 29 <

1 < T9 < ...<xp=>b Wegen

inf(f + g)([xj-1,2;]) = inf{f(x) +g(zx): = € [rj-1,]}
Satz 4.6 (2)
> inf{f(z) +9(2) : 2,2 € [vj_1,2;]}
A5, 2. Ublatt

= inf{f(z) : @€ [zj—1,2;]} +inf{g(Z) : T € [wj1, 25}
= inf f([zj-1,2;]) + inf g([2;-1, 2;])
gilt

n

Sirg(Z) =Y it (f + g)([zj-1,75]) - (x5 — 1)

j=1
> inf f(lejo1,25)) - (25— 2j1) + Y inf g, 25]) - (25— 25-1)
j=1 i=1

Satz in 10.1
= s57(2) +54(2) > sf(Z1) + s4(Z2) .

Aufgrund von sf14(Z) < sup{ sf14(Z’) : Z' ist Zerlegung von [a,b] } = s¢44 folgt
Sfrg = 5£(Z1) + s9(Z2) -
Da Z; eine beliebige Zerlegung von [a, b] war, ergibt sich
Sfrg = s+ 59(Z2).
Da Z5 eine beliebige Zerlegung von [a, b] war, ergibt sich
Sfyg = Sf+ Sg. (3)

Fiir das obere Integral wollen wir durch eine @hnliche Rechnung die Abschitzung Sy, < Sy + 9y
einsehen. Wegen

sup(f + 9)([zj—1, 7)) = sup{f(z) +g(x): = € [zj_1, 7]}
Satz 4.6 (2)
< sup{f(z) +g(Z) : x,Z € [xj_1, 2]}

AS, 2':Ublatt sup{f(z) : x € [xj—1, 7]} +sup{g(Z) : T € [xj_1,74]}

= sup f([zj-1,25]) +sup g([z;-1, 7;])



gilt
Sire(Z) =Y sup(f + 9)([wj-1,25]) - (@) — wj1) < Sp(Z) + S4(Z) < S§(Z1) + Sy(Za) ,
j=1
woraus wegen Syyq(Z) > inf{ Syy4(Z') : Z' ist Zerlegung von [a,b] } = Spiq
Sitg < S5(Z1) + 54(Z2)
folgt. Analog wie zuvor schlielen wir hieraus
Sp+g < Sp+ 5y (4)
Da stets spiq < Syyq gilt, erhalten wir

9ER[a) ©)

() ¥
Sf+g < S5+ 5 s5f+ 89 < Sf4g < Spgs

also iiberall “=". Somit ist f + g € R[a,b], und es gilt

b b b
/ (f+g)dw:Sf+g:Sf+sg:/ fdx+/ gdx.
2. Schritt: & > 0, f € R[a,b] = «af € R|a,b] und f;(af) dr = oaf;fd:r.
Sei a > 0 und f € R[a,b]. Fiir jedes Teilintervall [y, z] von [a, b] gilt

sup(af)(ly, 2]) = sup{af(2) : @ € [y, 2]} = a sup{f(z) : © € [y, 2]} = o sup f([y, 2])

und
inf(af)([y, 2]) = inf{af(z) : @ € [y, 2]} = a inf{f(z) : ¥ € [y, 2]} = o inf f([y, 2]).

Damit folgt sofort aus der Definition der Ober- und Untersumme fiir jede Zerlegung Z von [a, b]
Saf(Z) = aS¢(Z) und Saf(Z) = asp(Z).
Hiermit ergibt sich
Saf = sup{as¢(Z) : Z ist Zerlegung von [a,b]} = asy
=" aSy=inf{aS¢(Z): Z ist Zerlegung von [a,b]} = Sy .

/:(af)da::a/:fda:.

3. Schritt: f € R[a,b] = — f € Rla,b] und f;(—f) dr = —fabfdm.

Also ist af € R|a,b], und es gilt

Sei Z = {xp,z1,...,Zn} mit a = 29 < x1 < 22 < ... <, = b eine beliebige Zerlegungen von [a, b].
Dann gilt
s—f(Z) = iiﬂf(—f)([ﬂcj—hfﬂj]) (g —xja) = iinf{—f(w) D x €[]t (25— x50)
=1 j=1
= i —sup{f(z): z € [rj_1, 2]} (¥ —xj—1) = — isupf([xjfl,:nj]) (xj—xjm) = =S¢(2)
j=1 Jj=1
und

n

S_p(Z2) = sup(—f)([zj-1,25]) - (xj —jo1) = = > _inf f([zjo1,25]) - (2 — 25-1) = —s4(Z).
j=1

J=1



Hiermit ergibt sich

s = su{-S4(2): Z ist Zerlegung von [a,b]} = S

Jello —sy =inf{—s¢(Z) : Z ist Zerlegung von [a,b] } = S_;.

/:(—f)dx:—/abfdx.

4. Schritt: « < 0, f € Rla,b] = af € Rla,b] und fab(af) dr = af;fdw.

Seien av < 0 und f € RJ[a,b]. Wir benutzen die Darstellung o = (—1) - ||. Aus dem 2. Schritt folgt
la|f € R[a,b] und fb (lalf) dx = | fbfdx Hieraus ergibt sich mit dem 3. Schritt: —|a|f € Rla, b]
und f —|a|f)dz = —\a|f fdx bzw. af € Rla,b] und f (af) :B:af:fd:u.

Also ist —f € RJa,b], und es gilt

5. Schritt: o, 8 € R, f, g € R[a,b] = «af + (g € R[a,b] und ff(af+ﬁ9)dx:af:fdaz+ﬁf;gdx.

Seien a, 8 € R und f,g € R[a,b]. Nach Schritt 2 oder 4 gilt af € R[a,b] mit fab(af) dx = ozf(f fdx
sowie 3g € R|a,b] mit ff(ﬁg) dr = ﬁf;gd:n. Schritt 1 liefert daher af + B¢ € R[a, b] mit

/ab(aerﬂg)dx:/ab(af)der/ab(ﬂg)dx:a/abfdwrg/abgdx,

a) Siehe Satz E9.1 aus den Ergénzungen zur HM I fiir Studierende der Physik.

b) Seien f € R[a,b] und g : [a,b] — R beschriankt. Es gelte f(z) # g(z) fiir hochstens endlich
viele x € [a, b].
Setze h := f — g sowie M := {x € [a,b] : f(z) # g(x)}. Wegen h(z) = 0 fiir alle x € [a,b]\ M
ist h auf [a, b] \ M stetig. Da M (nach Voraussetzung) endlich viele Elemente enthilt, ist f in
hochstens endlich vielen Stellen in [a, b] unstetig und damit geméf a) iiber [a,b] integrierbar.
Wie in Aufgabe 4 gesehen, gilt mit h, f € R[a,b] auch g = f — h € R]a, b).
Es verbleibt fab hdz = 0 zu beweisen, denn dann liefert Aufgabe 4: f; gdxr = fab f dz.
Wegen | fab hdzx| < f; |h| dx geniigt es zu zeigen:

b
/ Il dz = 0.

Es gilt |h(z)| > 0 fiir alle x € M und h(xz) = 0 fiir alle x € [a,b] \ M. Da M endlich ist,
folgt s)5(Z) = 0 fiir jede Zerlegung Z von [a, b]. Demnach ist das untere Integral s, = 0 und

wegen h € R|a,b] ist fj |h| dz = s = 0.

Aufgabe 5

Aufgabe 6

a) Sei f:[a,b] — [0,00) stetig und es existiere ein zg € [a,b] mit f(z) > 0.

Sei € := % f(xo). Nach Voraussetzung ist ¢ > 0 und aufgrund der Stetigkeit von f in xg
existiert ein 6 > 0 mit |f(x) — f(xo)| < ¢ fiir alle z € [a, b] mit |x — xg| < §. Fiir solche z gilt

f(x) = f(wo) — (= f(x) + f(x0)) = f(x0) — |f(2) — f(T0)| 2 26 —e=¢.

Setzt man a := max{a xo— 0} und B := min{b,zo +0},sogilt a <a < f<bund f(zx) >¢
fiir alle z € [, #]. Zusammen mit der Abschétzung f(x) > 0 fir alle = € [a, b] folgt

/f da:_/f da:+/f dx+/f

2/ 0da:+/ 5da:—|—/0dx-(ﬁ—oz)5>0.
a a B



b) Seien f,g: [a,b] — R stetige Funktionen mit f(z) > g(z) fir alle = € [a,b] und f(zo) > g(xo)
fiir ein xg € [a, b].
Betrachte die Funktion A : [a,b] — R, x — h(x) := f(x) — g(z). Dann ist h als Komposition
stetiger Funktionen stetig, und es gilt h(z) > 0 fir alle z € [a,b]. Auerdem ist h(zg) =
f(zo) — g(xog) > 0. Somit sind die Voraussetzungen des a)-Teils fiir die Funktion h erfiillt.
Dieser liefert

b
/ h(z)dx >0,

/abf(x)dw > /abg(x)d:r

woraus mit Aufgabe 4

folgt.

Aufgabe 7 (P)
Sei f: R — R eine stetige Funktion so, dass limg_,~ f(2) und lim,_,_ f(x) existieren.
Sei € > 0. Um nachzuweisen, dass f auf R gleichméflig stetig ist, miissen wir ein § > 0 finden mit
lf(x)— fly)| <e fir alle z,y € R mit |z —y| < 9.
Wegen der Existenz des Grenzwertes lim, o f() =: a gibt es eine Konstante M > 0 mit
|f(z) —al < £ fiir alle x > M .
Fiir alle z,y > M, gilt daher
(@)~ FW)I < 1f@) —al +la— fp)l <5 +5=3. (5)

Entsprechend gibt es wegen der Existenz von lim,_, o, f(z) eine Konstante M_ > 0 so, dass fiir
alle x,y < —M_ gilt

[f(z) = fy)l <5 (6)

Setze M := max{M, M_}. Da [—M, M] kompakt und f auf [—M, M] stetig ist, ist f nach Satz
E8.13 auf [— M, M] gleichméBig stetig, d.h. es gibt ein d; > 0 mit

Vo,y € [=M,M]: [z —y[<d = [f(z)-fly)l <5 (7)

Setze § := min{d;, M }. Seien z,y € R beliebig mit |z — y| < 4. O.B.d.A. gelte z < y.
1. Fall: x > M.
Dann ist y > M und es gilt nach (5)

[f(@) = fly)l <5 <e.
2. Fall: z € [—M, M].
Fall 2.1: Fiir y € [-M, M] gilt nach (7)

[f(z) = fly)l <
Fall 2.2: Fiir y > M ergibt sich mit (7) und (5)

[f (@) = F < [f(2) = F(M)[+ |f(M) = fy) < 5 +5=¢

3. Fall: x < —M.

Fall 3.1: y < —M. Analog wie 1. Fall [mit (6) anstelle von (5)].

Fall 3.2: y € [-M, M]. Analog wie Fall 2.2 [mit (6) anstelle von (5)].
Fall 3.3: y > M. Dieser Fall tritt nicht auf wegen

NI
N
™

e —yl=y—x>M+M>DM =4

Insgesamt haben wir gezeigt: Fiir alle z,y € R mit |x — y| < 0 gilt |f(z) — f(y)| < e.



Aufgabe 8 (P)

a)

b)

Es sei f € C([a,b]) mit [°|f(z)|dz = 0.
Annahme: Es existiert ein xg € [a,b] mit f(xg) # 0.

Betrachte die Funktion h : [a,b] — R, o — h(z) := |f(z)|. Dann ist h als Komposition
stetiger Funktionen stetig mit h(z) > 0 fiir alle € [a,b] und h(zg) = |f(x0)| > 0. Nach
Aufgabe 6 a) gilt

0</abh(x)d33:/ab|f(x)|dx.

im Widerspruch zur Voraussetzung ff |f(x)| dx = 0. Demnach ist die Annahme falsch und es
gibt kein xg € [a,b] mit f(xg) # 0, d.h. fiir alle z € [a,b] gilt f(z) = 0.

Nun sei f € C([a,b]) und fiir alle g € C([a, b]) gelte ff f(z)g(z)dx = 0.

Speziell fiir f = g gilt [*(f(z))? dz = 0. Da die Funktion h : [a,b] — R, &+ h(z) := (f(x))?
stetig ist und f; |h(z)| dz = 0 gilt, liefert Teil a): 0 = h(x) = (f(x))? fiir alle € [a, b],
f(z) =0 fiir alle z € [a, b].

also
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