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Aufgabe 1
a) Fir jedes n € N gilt

n

1 . "k k-1 K
- -k — oo .
P V=S (T )e

k=1 k=1
Ist :c,(gn) = % fiir k =0,1,...,n gesetzt, so ist Z, := {mén),a:gn), o ,x%n)} =0, %, cee ”Tfl, 1}
eine Zerlegung von [0, 1] und £ := (x(ln),xén), - ,xﬁ{‘)) = (%, %, ..., 1) ein zu Z,, passender

Zwischenvektor. Wir definieren f : [0,1] = R, z +— e™®

und erhalten eine Riemann-Summe

or(€™, 7,) = Zzzl(x,(gn) - a:l(i)l)f(xlgn)) =S (k- @)e_%. Da f als stetige Funktion

n n

iiber [0, 1] integrierbar ist und da |Z,| = + — 0 (n — oo) gilt, ergibt sich gem#8 Satz 10.12

n

n—oo N n— oo

1 - Y ! ! Sp. in 10.
lim — % Ve b = lim Uf(ﬁ(”),Zn)Z/ fdmz/ e il bl B R
k=1 0 0

o =

b) Hier betrachten wir die Zerlegung Z,, := {0, X, 2, ... 3} des Intervalls [0, 3] und den passenden

‘m'n?

Zwischenvektor £ ;= (1 2. ,3). Erneut konvergiert die Feinheit von Z,, fiir n — oo gegen

n’n’

Null. Mit der Funktion g: [0,3] — R, z + sin(nrz) gilt nach Satz 10.12

1 & ok k-1 3
. 1 kT Kk R—= kT (n) _
dim 5 3 Zsin() = Jim 32(5 = =) sin(5E) = Jim (€. ) [ g
= /3 Sil’l(ﬂ'm) dx Bsp- (Q)Zin 1011 M — g .
0 s e

Aufgabe 2
Alle Funktionen f,, sind stetig an der Stelle 0, denn fiir x # 0 gilt

|fu(2)| = [ sin(a™)| < 2™,

z—0

woraus fp(x) — 0 = f,,(0) folgt.
Die Funktion f, ist differenzierbar in 0, wenn der Grenzwert

lim M = lim = lim 2"~
z—0 xr—0 z—0 x z—0

n o —1 -0
z"sin(x ™) Lsin(z)

existiert. Fiir n > 2 existiert dieser Grenzwert [es handelt sich dann um limg_.o fr,—1(x) = 0], fir

n =1 jedoch nicht: Fiir die Folge (z)), := ((5 + km)™!)) gilt ndmlich 2, — 0 (k — c0), aber

fi(zr) — f1(0)

n —1\ _ s _ k
p— = sin(z,, ") = sin(§ + km) = (—1)

konvergiert fiir K — oo nicht.
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Aufgabe 3
Seien @« > 1, C' > 0 und f: R — R eine Funktion mit
[f@) = fWI < Clz—y|*  firallex,y eR.

Sei xg € R. Wir zeigen, dass f in x¢ differenzierbar ist mit f’(xg) = 0. Es gilt

_ _ «
0< lim fe) = Fwo) | oy Cle — 2ol _ 5 iy |z — 20/t =0
T—T0 xr — X T—T0 ‘l’ — xO‘ 70
wegen o — 1 > 0. Damit ist
i S@) = F@0) _

T—T0 T — xg

d.h. fist in ¢ differenzierbar und es gilt f'(xg) = 0.
Da zg € R beliebig war, folgt, dass f auf R differenzierbar ist mit f’(x) = 0 fiir alle x € R.

Aufgabe 4
a) Nach Definition gilt f(z) = 2 V% = @) V7 fiir jedes x > 0.
Ist g: (0,00) — R,z — In(x) ¥z gesetzt, so ist f(z) = e9®) = E(g(x)). Die Kettenregel liefert

fi(z) = E'(g(x)) ¢'(z) = E(g(x)) d'(x) = () g'(z), @€ (0,00).

Weiter gilt nach der Produktregel

§(z) = ' (z) V7 + In(z) (@/3) = ée/:ﬂ In(z) éx—% _ W L e (0,00,

also
v (3 + log(2))

) =

f(z), z € (0,00).
b) Anwendung der Produkt- und Kettenregel liefert fiir jedes x € R
f'(x) = —2sin(2x) 5% + cos(2x) 5% cos x = (cos(2z) cosx — 2sin(2z)) esine
c) Mit Hilfe der Kettenregel erhélt man fiir jedes z € (1,00)
1
f(z) =In'(Inz) In'(z) = Iz
d) Fir jedes z € (0,7) gilt [Man beachte sinz > 0 fiir alle z € (0, )]
F(z) = 2907 (sin z)" = @) sinz In(sina)a _ In(e)sinatinGsing e _ p(in(z)-sin o+In(sin ) -z)
Mehrmalige Anwendung der Ketten- und Produktregel ergibt fiir jedes z € (0, 7)
f'(z) = E'(In(x) - sinz + In(sinz) - z) - (In(z) - sinz + In(sinx) - x)’
cos

1
= E(In(z) - sinz + In(sinx) - z) - <— sinx + In(z) cos(x) + " + In(sin x))
x inz

inx

sinz (: z (8 L : >
= 1 A 1 .
2% (sinx) ( + In(z) cos(x) + oz n(sinx)

Aufgabe 5

Wir betrachten die Funktionen f: R — R, x> [ sin(e’) dt und g: R — R, z > sinz.

Dann ist f nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf R differenzierbar mit
f'(z) = sin(e®). Bekanntlich ist auch g auf R differenzierbar mit ¢'(z) = cosz. Wegen F(x) =
flg(x)) = (f o g)(x) liefert die Kettenregel, dass F' auf R differenzierbar ist mit

F'(z) = f'(g(x)) ¢'(z) = sin(eS®) cos(z) fiir jedes z € R.



Aufgabe 6

a) i) Wir betrachten die differenzierbare Funktion f : R — R, z +— f(z) := cosz. Nach dem
Mittelwertsatz gibt es zu jedem x > 0 ein £ € (0, z) mit

F@ =10 _ ey gn STl e

z—0 T

Speziell zu x,, := % existiert ein solches &, € (0, %) Dann gilt &, — 0 fiir n — oo und
1 —coszx - . s -
n(l — cos %) = " —sing, = sin0 =0, da sin in O stetig ist.

Tn
ii) Hier betrachten wir die Funktion f: (0,00) — R, y + cos+/y. Die Kettenregel liefert,
dass f auf (0,00) differenzierbar ist mit f'(y) = —S VY fiir alle y > 0. Nach dem

2y
Mittelwertsatz existiert zu jedem x > 1 ein &, € (z — 1,z + 1) mit

flz+1)— f(x—1) cosve+l—cosyz—1 —siny&
(z+1)—(z—-1) 2 V&

=f'(&),  dh

Hieraus ergibt sich die Abschéitzung

sin fx 1 &x€(z—1z+1) 1

Ve |Sve S =

Wegen lim, o \/% = 0 ist der zu bestimmende Grenzwert 0.

‘cosx/a:—i- 1 —cosvx — 1‘ =

[y

b) Fiir t > 0 setzen wir f(¢) := tInt. Dann ist f differenzierbar mit f'(t) = 1-Int+¢-} = 1+Int.
Zu x > y > 0 existiert gemifl Mittelwertsatz ein £ € (y, ) mit

rlnz—yhy=(z-y)f(§)=(-y)1+hf < (z-y)(1+h).

Aufgabe 7

a) Seien 0 < a < b, f: [a,b] — R eine stetige und streng monoton wachsende Funktion mit
f(a) > 0. Die (dann existierende) Umkehrfunktion von f sei f=1: [f(a), f(b)] — [a,b].

Da die Funktionen f und f~! stetig sind, gilt f € R[a,b] und f~! € R[f(a), f(b)].

Sei Z = {xg,x1,...,Tp} mit a = 29 < z1 < ... < x, = b eine beliebige Zerlegung von [a, b].
Da f streng monoton wachsend ist, ist Z := f(Z) = {f(x0), f(z1),..., f(x,)} eine Zerlegung
von [f(a), f()].

Unter Beriicksichtigung der Monotonie von f und f~! erhalten wir

SHZ) +sp1(Z) =D sup f([wjor,@5)) (@) — wj1) + > inf f7H((f(wj-0), f)])(f(25) = flzj-1))
= 2y =1 (j-1))=25 1

j=1
=3 {f(xj)xj — f@j)zi + xj1 f(xg) — 21 f(z0)
j=1
=> [f(ﬂﬁj)ﬂﬁj - j'&‘4]”(56‘3‘71)} = f(@p)zn — zof(20) = f(b)b—a f(a).
j=1

Wegen sp-1 = sup{sy-1(Z’) : Z' ist Zerlegung von [f(a), f(b)]} > sf71(Z) ergibt sich

Si(Z)+sp-1 = f(b)b—a f(a) bzw. Si(Z) =z bf(b) —af(a)—sp1.



b)

Da Z eine beliebige Zerlegung von [a, b] war, folgt
Sy = inf{ S¢(Z) 1 Z ist Zerlegung von [a,b]} = b f(b) —a f(a) — sp1
——
2b f(b)—a fa)—s ;-1
bzw.

Sy+sp12bf(b)—af(a). (1)
Mit einer analogen Rechnung zeigen wir sy + Sy-1 < b f(b) —a f(a). In der Tat gilt

sp(Z2) + Sp-1(Z2) = int f(lwjor,a)))(wj — xjma) + ) sup [ ([ (w-0), f(g)])(f (25) = flj-1)
= —fen) =t =11 (f(ay)=2;

_Z[ f(xj-)z; = f(xj-1)zj1 +a;f(25) = f(zj-1)

= Z[ — w51 f(@j-1)| = F@n)an — 2o (w0) = f(B)b—a f(a).

Wegen Sp-1 = inf{Sy-1(Z") : Z' ist Zerlegung von [f(a), f(b)]} < Sf—l(Z) ergibt sich
sp(Z) + Sp1 < f(b)b—af(a).

Da Z eine beliebige Zerlegung von [a, b] war, folgt wie zuvor

sp+ S <bf(b) —af(a). (2)

Insgesamt haben wir

fERab], fIERIf(a).f (b)]

(2)
bf(b) —af(a ) Sf+ = sp+Sp-1 < bf(b) —afla),

also iiberall “=". Folglich ist

b f()
/ f(@)de + / F ) dy = Sy + ;0 =bF(b) —afla).
a f(a)

i) Wir wenden Teil a) an mit a = 0, beliebigem b > 0 und f(z) := € fir x € [0,b)].
Bekanntlich ist die Funktion f : [0,b] — [1,e’] bijektiv, stetig und streng monoton
wachsend mit f(0) = 1 > 0. Thre Umkehrfunktion lautet =% : [1,e*] — [0,b], y — Iny.
Der a)-Teil liefert fiir jedes b > 0

b

b e el
/ exda:—i—/ Inydy =be® — Inydy = (b—1)e" +1.
0 1 1

=eb—1

Nun sei s > 1. Speziell fiir b = Ins > 0 ergibt sich
/ Inydy=(Ins—1)s+1.
1

ii) Seien m € N und ¢ > 0. Wir benutzen den a)-Teil in der Situation a = 0, b > 0 beliebig
und f(z) = =™ fur « € [0,b]. Die Funktion f : [0,b] — [1,b™] ist bijektiv, stetig und
streng monoton wachsend mit f(0) = 0 > 0. Die Umkehrfunktion von f ist gegeben
durch f=1:[0,6™] — [0,b], y — y*/™ = /y. Gemif a) erhalten wir

b bm bm
/ z™ dw +/ y!/mdy =b f(b) =" = / y M dy =(1 - )t
0 0 0

— 1
'm+ bm+

Speziell fiir b = t1/™ schlieBen wir

t
/ y /M dy = g mr/m
0



Aufgabe 8 (P)

Sei f: [0,00) — [0, 00) stetig und streng monoton wachsend mit f(0) = 0 und f(x) — oo (z — o).
Weiter seien s,t > 0. Wir wenden das Resultat aus Aufgabe 7 a) an auf f, a = 0 und b = f~!(s)
[Unter den gegebenen Voraussetzungen an f folgt mit dem Zwischenwertsatz f([0,00)) = [0, 00).

Daher existiert f~!(s).]
£71s) s
[ @ [ iy =ss ),
0 0

Addieren wir auf beiden Seiten f;,l(s) f(x) dz und benutzen Satz 10.9, so erhalten wir

/f dm+/f y)dy = f (s)s—i—/ftl(s)f(x)d:v.

Mit
t

“Ys)s=st— (t— f1(s))s = st — sdx
F76) O ROIEEE

ergibt sich

t s t t t
1 _ . _ .
/0 f(z) d$—|—/0 f(y)dy = st /fl(s)sdx—l—/fl(s) f(z)dx st—{—/fl(s)(f(:n) s)dz .

Hieraus folgt die behauptete Aussage, sobald wir
t .
=0 firs=f(t),
/f_l(s)<f(x) s)dx { >0 fiir s £ (1) ()
gezeigt haben.

1. Fall: s = f(t). Dann ist f~!(s) = t und damit f;_l(s)(f(x) —s)dx = ftt(f(ac) —s)dx =0.

2. Fall: s < f(t) bzw. f~1(s) < t. Firallex € [f~1(s),t] gilt s = f(f~1(s)) < f(x) bzw. f(x)—s > 0.
Wegen f(t) — s > 0 und der Stetigkeit von = — f(x) — s ergibt sich nach Aufgabe 6 a) vom 9.
Ubungsblatt

/ (f(z) —s)dz > 0.
f=1(s)

3. Fall: s > f(t) bzw. f~1(s) > t. Fiirallex € [t, f~1(s)] gilt s = f(f1(s)) = f(z) bzw. s—f(x) > 0

Wegen s — f(t) > 0 und der Stetigkeit von = +— s — f(z) ergibt sich nach Aufgabe 6 a) vom 9.
Ubungsblatt

F71(s) t
/ (s — f(x))dz >0, also / (f(x) —s)dz>0.
t 710

Damit ist (*) bewiesen.

Bemerkung: Aus obigem Resultat kann man folgern:
Sind p,q > 1 mit % + % =1, dann gilt fiir alle s,£ > 0
st e
st < — + —
p q

mit Gleichheit genau fiir sP = t9.
(Dazu betrachtet man f(z) = 297! fiir z > 0. Die Umkehrfunktion von f ist dann gegeben durch

S y) =yP ! fiir y > 0.)



Aufgabe 9 (P)

a)

b)

d)

Sei a € R fest gewihlt. Da f : 2 +— cos(2?) als Komposition stetiger Funktionen auf R stetig
ist, gibt es zu jedem h > 0 nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein &, € [a—h, a+h|
so, dass gilt

a+h a+h
/ cos(z?) dx = / Ldx cos(&4) = ((a+h) — (a — h)) cos(&}) = 2hcos(}) .

—h —h

Also ist + f‘”: cos(2?) dz = 2 cos(&?) fiir jedes h > 0. Fiir h — 0+ konvergiert &, gegen a und
wegen der Stetlgkelt von f konvergiert damit auch cos(£7) gegen cos(a?). Zusammen folgt

1 a+h
lim / cos(z?) dz = 2 cos(a?).
h—0+ a—h

Sei a € R fest. Fiir jedes h > 0 existiert nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein
&n € [a+ h,a + 2h] mit

a+2h
/ Inz de = ((a +2h) — (a+h))In&, = hing,.
a+h

Demzufolge ist + f “2h g dr = In &n. Mit h — oo geht &, gegen oo und damit strebt auch
In &, gegen co. Also konvergiert der Ausdruck + % a:hz "Inz dx fiir h — oo nicht.

Wir zeigen, dass der Grenzwert nicht existiert. Sei dazu h > 1 und [h] bezeichne die grofite
natiirliche Zahl, die kleiner oder gleich A ist, d.h. [h] := max{k € N: k < h}.

Wir zerlegen das Intervall [1, []] in die [h] —1 Intervalle [n,n+1] fiir n = 1,2,...,[h]—1. Jedes
dieser Intervalle hat die Lange 1. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert fiir
jedes dieser Intervalle ein &, € [n,n + 1] mit f"H 1z de =1/, >21/(n+1).

[Hier kann man auch mit der Monotonie des Integrals argumentieren: Wegen 1/x > 1/(n+1)
fiir alle z € [n,n + 1] gilt nach Satz 10.3 (1): fn—H 1/z dx > fn—H 1/(n+1)de=1/(n+1)]

Damit gilt

h [h] h [h] (-1 i1 [A] -1 [h]
/1d1::/ 1dx+/ 1dx>/ 1daz—2/ ld:c} 1 :Zl
1 1z [n] * I A ottt k:Qk
~—

>0
Fiir h — oo und damit [h] — oo konvergiert diese Summe nicht [— harmonische Reihe].
Deshalb existiert der Grenzwert limyp,_, oo flh %dm nicht.

Dies lésst sich auch mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung einsehen,
denn fiir jedes h > 0 gilt

h
1
/ —dm:lnx‘?zlnh—lnlzlnhﬁoo fiir h — oc0.
1 X

Wir zeigen, dass der Grenzwert 0 ist. Sei dazu € > 0.

Wir zerlegen das Intervall [0,1] in zwei Teilintervalle so, dass der Betrag des Integrals iiber
ein Teilintervall durch /2 abgeschétzt werden kann.

Das erste Intervall soll die Lénge /2 haben. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
gibt es ein £ € [0, /2] mit
3 x € I3 € i
‘ h¥* cos x dm‘:’§| |hs| |cos£|<§ fiir jedes h € (0,1).
0

6



Fiir € € [¢/2,1] gilt € > /2. Sei nun h > 0 so klein, dass h*/? < ¢/2 ist. Dann gilt nach dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir ein £ € [¢/2, 1]

1
‘/ h* cos x d:n) < (1—¢/2)|h8| |cosé| < =
< —_——— 2

<1

Zusammen konnen wir abschitzen

1 £ < 1
‘/ hmcosxdm’ = ‘/ h”® cosx dx—i—/ h” cosz dx‘ < ’/ hxcosxda:’—i—‘/ hxcos:cdw‘ < e.
0 0 0 <

1
£
2

Also ist lim fol h% cosx dzx = 0.
—0+
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