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Aufgabe 1

Die Funktion f: (0,00) = R, = +— 1“7‘” ist auf (0, 00) differenzierbar. Um das Monotonieverhalten
von f zu untersuchen, betrachten wir f’. Fiir jedes x > 0 gilt

f,(x)ii-x—(lnm)&il—lnx >0 fiir z < e,
B x? a2 <0 fiirz>e.
Somit ist f auf { Eg’z) streng monoton { ;;?1(; lrlls(;end . Fiir z,y € (0,00) ergibt sich

. . Exp.fkt. streng mon. wachsend
¥ >yt = V@) 5 erin) EX

In(z) _ In(y)
T Y

y-In(z) > z - In(y)

f(x) > f(y).

Da m > e und f auf (e,00) streng monoton fallend ist, folgt f(m) < f(e). Deshalb liefert obige
Aquivalenzkette e™ > €.
Aufgabe 2

a) Nach der Kettenregel ist die Funktion f auf (0, 00) differenzierbar und fiir alle z > 0 gilt

. 1 (ca~?) 1 1
— . —X pry — =
1422 1+ (z71)2 1422 a?2+1

f'(x) 0.

Da die Ableitung von f auf (0, 00) verschwindet, ist f dort konstant. Fiir alle z > 0 gilt

f(x) = f(1) = 2arctan(l) =2 -

SIE]

us
4

b) Auf den gedruckten Ubungsblittern hat sich leider ein Vorzeichenfehler eingeschlichen. Kor-
rekt muss die Definition von g lauten: g: [0,7/2] — R, z — arcsin(cosx) — arccos(sin x).

Auf (0,7/2) ist g differenzierbar mit
1 -1

/ .
g () = ————="(—sinz) - ———cosx
(=) 1 — cos?(x) ( ) 1 — sin?(x)
1 . -1 —sinx CoS T
= ———— (—sinzr) - ——— - cosT = —,
sin?(z) cos?(x) sin(z)| ~ |cos(z)|
=-14+1=0, da sinz > 0,cosz > 0 fiir alle z € (0,7/2).

Folglich ist g auf (0,7/2) konstant mit
g(x) =g(mw/4) = arcsin(%\/i) - arccos(%\/i) =n/4d—7/4=0 fiir alle z € (0,7/2).
AuBerdem sind

g(0) = arcsin(1) — arccos(0) =7/2 —7/2 =10,
g(m/2) = arcsin(0) — arccos(1) =0—-0=0.
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Aufgabe 3

a)

b)

d)

Es gilt f/(x) = 8(e®* +4)72 . 2e2* = 16e2*(e?* + 4)72 > 0 fiir alle x € R; also ist f streng
monoton wachsend und damit injektiv. Wegen
1—(f(2)> =1— (1 -8(e> +4)™)> = 1 — (1 — 16(e** +4) ' + 64(e** +4)7?)
=16(e* +4)7" — 64(e* +4) 72 = 16(e +4) 2((e** +4) — 4) = 16e** (e +4) 2
gilt auch die behauptete Gleichung.

f hat als Bildbereich (—1,1), denn x + (e** + 4)~! hat als Bildbereich (0,1). Da stets
f'(x) # 0 gilt, liefert der Satz iiber die Umkehrfunktion, dass f~1: (—1,1) — R differenzierbar
ist mit

1 2) 1 1

(y) = = = iir alle — )
U0 = 51y ~ 1= gumE 1oy releve b

Wir 16sen f(x) = y nach = auf:
1-8(e*+4) =y <= (1-y) ' =%(c*+4) « 8(1—y) ' —4=¢€*
— =181 -y) ' —4).
Damit ergibt sich fiir jedes y € (—1,1)

1 8 4 4 1

(f_l),(y):%.S(l—y)*l—ll‘(1—y)2 :8(1—y)—4(1—y)2 :4—4y2 - 1—y2'

Bsgilt f(0)=1-5=—-3 f(0)=1-(=5)°=3, /(=) =0uwmd (/7)(-5) =&
T(z) = f'(z0)(x — z0) + f(x0), also T(x) = %m — %

ist die Gleichung der Tangente an das Schaubild von f in zg = 0. Die Tangente an das
Schaubild von f~! in yo = —% hat die Gleichung

Ty) =" (W) y—vo)+ f '), also T(y)=2By+1.

Aufgabe 4

a)

b)

)

Wir verwenden partielle Integration mit f(z) = arcsin « und ¢'(z) = 1:
/ arcsin x dr = / 1-arcsin z dxr = x arcsin = — / x arcsin’(z) dx

dr =z arcsin x + V1 — 22.

= x arcsin x —

T
/ V1—22
Hier substituieren wir v = €®. Dies liefert du = e* dx und damit

e’ 1
/e%—i—l dx = /uQ—i—l du}u:ez = arctan(u)‘u:em = arctan(e”).

Wir substituieren w = 1 — z. Dies liefert du = (—1) dz, also

x 1—-u -
/ Vi—z du = / Ju (—D)duf,_,_, = /(“1/2 —u Py dul, =30t -2l
=2(1-2)3? —2(1 - )"/



Aufgabe 5

a)

b)

d)

f)

g)

Hier kann man sofort eine Stammfunktion hinschreiben:
1
1
/0 (1+2x2)%de = §(1+22)* | _, = (3" —1%) =10.

Wir zerlegen das Intervall:

2 1 2 1 2
/ ]a:—l]dac—/ \x—1|dx+/ \x—l|dm—/ (1—x)dx+/(m—1)dw
-2 -2 1 -2 1

— (x—%xQ)‘;%-(%xg—x)‘j
=(1-3)-(-2-2+2-2) - (3-1) =5.

2 2

Wegen (sin® x)' = 2sinx cos x ist % sin® x eine Stammfunktion von sin x cos x:

w/2
/0 sinz coszdr = %sin2x’zfo = %(sinQ(%Tr) - sin2(0)) =1(1-0)=1.

Auch hier kann man die Stammfunktion leicht finden:

! x 1t —8z
——dr = —— —dx
0 V9 —4a? 4 Jo 2v9 — 4a?
1
— Lo —4?| = L(V/5-V9)=13-V5).

=0

Hier wenden wir die Substitutionsregel mit g(t) = v/t an. Wir ersetzen also v/t durch z und
g (t)dt = (24/t )~1dt durch dz. Dabei miissen wir auch die Integrationsgrenzen anpassen:
t = 1 entspricht = g(1) = 1 und ¢ = 4 entspricht z = g(4) = 2.

4 1 49 1
ﬂ¢M+ﬁﬂhﬁl+ﬂdﬁ“

2
2 2
:/1 Ty G =2l +al],_, = 2(In(3) —In(2)) = 2In 3.

Um dieses Integral zu berechnen, verwenden wir partielle Integration fiir f(x) = lnz und
¢'(z) =2 Mit f'(z) = 27! und g(z) = 122 folgt

[ atmwds = [ j@d (@) e = fga)li — [ F@ae)da
:%xQIDx‘;_l—/l %x%_ldaz:é(tene—lnl)—/l txdy
T el IS R IR (Pe)

Sei k € Z. Wir betrachten zunéchst das Integral ohne Betrag:

km

/(k_l)7T sinzdr = — cosnr:}l!;;(k_l)7r = — cos(km) 4 cos((k — 1)m)
= (D" + ()" = (D) + (=D =20

Da die Sinusfunktion ihre Nullstellen genau in k7 mit k& € Z hat, ist sinz auf dem ganzen

Intervall [(k — 1), kn| entweder > 0 oder < 0. Folglich gilt

km km
/ |Sina:|dx:‘/ sinxdx| =2.
(k—1)m (k—1)mw




h) Wieder kommt partielle Integration zum Einsatz: f(z) = sinz und ¢'(z) = sinx.

/0 (sinz)?dz = sinz - (— cos :z:)|z:0 - /0 cosx - (—cosx)dr = /0 (cosz)? dx

s ™
= / (1 - (sinz)?) de =7 — / (sinz)? da
0 0
Betrachtet man nun den ersten und letzten Term in dieser Gleichungskette, so folgt

2/ (sinz)?dz =, also / (sinz)? dx = .
0 0

Wir substituieren zunsichst ¢t = \/z, d.h. = t2. Dann ist doz = 2tdt und aus z : 1 — 4 ergibt

sicht:1—2

4 2
arctany/ vz — ldx = / arctan(vt — 1) - 2t dt;
| arctany [ arctan(vi=T1)

nun substituieren wir u = v/t — 1, also t = u? + 1, dt = 2udu, t : 1 — 2 wird zu u : 0 — 1,

1 1
/ arctan(u) - 2(u? + 1) - 2udu = / (4u> + 4u) arctan(u) du
0 0

(Natiirlich hitten wir die beiden Substitutionen auch zu einer zusammenfassen konnen.) Dann
filhren wir eine partielle Integration aus mit f(u) = arctan(u) und ¢'(u) = 4u® + 4u:

du

= (u* + 2u?) arctan(u) ‘i:o a /0 (u* +2u%) 1+ u?

1(U2+1)2—1 1 1 1
= Jarctan(1l) — du:37r/ u? +1 dqu/
1 4

(3u’ + u)‘izo + arctan(u)‘izo IT=T— 5.

du

_3__ 4
=3T— 3t 3

— 3. _
=37

Aufgabe 6
Wir versuchen, ob wir die Regeln von de I’'Hospital anwenden kénnen. Hier konvergieren

Zéhler und Nenner gegen 0, die Ableitung des Nenners ist in der Ndhe von 0 ungleich 0, aber
lim 2z cos(1/x) + sin(1/x)
cos T

a)

2z cos(1/z) 4+ x?sin(1/z) -

=1
z—0 COS T

2 /
li (2~ C0s(1/2))
z—0  (sinz)’ z—0
existiert nicht, denn fiir z,, := ((n+ 3)7)~! hat der Bruch den Wert (—1)"/ cos z,,. Die Regel

von de I'Hospital ist nicht anwendbar; der urspriingliche Grenzwert existiert aber:

~zcos(l/z)=1-0=0.

2
1
lim £-C0S/2) gy
z—0 smx z—0SIN T
Zu untersuchen ist hier f(z)/g(x) fir f(z) == [y e’ dt und g(z) := 2~ 'e”’. Wir wenden die
2« (Beachte: fiir

b)
Regel von de I'Hospital an: Der zu untersuchende Grenzwert ist vom Typ ,, 2

x>0 gilt f(z) > [; 1dt = ) und wegen
= 272" 4ol 2p = (2—272)e®

f@y=e¢"  g@=
gilt: Die Ableitung des Nenners ist fiir hinreichend grofle x stets # 0 und der Grenzwert
’ 1 1

fflx) e’ :
= lim > = lim — = -
v—00 (2 — z72)e?”  s—002—g72 2

5 (o)

existiert. Folglich ist auch der zu untersuchende Grenzwert %

4



¢) Sowohl f(z) als auch g(x) streben fiir z — 0o gegen oo. Als Ableitungen erhalten wir f/(x) =

1+ cos?z —sin?x = 2cos? 2 und

d () = f'(x)e™ + f(2)eS® cosz = 51%(2 cos® x + x cos x + sin z cos? )
= e cosz (2cosx + x + sinxcosz) .
Also wird ¢'(x) auch fiir beliebig groBe z durch den Faktor cosz immer wieder 0. Daher ist
die Regel von de I’'Hospital nicht anwendbar. Der Grenzwert
1
lim 7f(:1:) =

200 g(x) T esinz

existiert nicht (Betrachte z,, := (n + 3)), obwohl fiir jene z, fiir die ¢’(z) # 0 ist, gilt:

fl(x) 2cosw 7o
g (z)  esin*(2cosx + x + sinwcosz) )
Aufgabe 7
a) Es gilt
1 : 2
lim z In(z) = lim n(lx) ® lim = lim —x=0.
rz—0+ z—0+ P rz—0+ — 2 z—0+

In (%) verwendeten wir die Regel von de I’'Hospital (—;12 # 0 fiir alle x > 0.). Hiermit folgt
wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion

lim z°% = lim &* In(z) _ elimz*)()*, zln(z) _ 60 -1.
z—0+ z—0+

b) Hier kann man die Regel von de I'Hospital zweimal anwenden (jeweils ,, 52 und die Ableitung
des Nenners ist fiir hinreichend grofie = ungleich 0). Dies fiihrt auf
e’ —e* . et 4e™® . et —e”®

lim —— = lim —— = lim —— (falls die Grenzwerte existieren),
z—oo e e T z—oooe? —e T z—ocoe? +e 7

hilft also nicht, den Grenzwert zu berechnen. Einfaches Kiirzen mit e* liefert aber

¥ —e " . 1—e 2@ 1-0
lim ——— = lim = =
z—o0 ef + e z—ool4e 2 140

1.

“.,

¢) Auch hier wenden wir zweimal hintereinander die Regel von de 'Hospital an (jeweils fiir ,,%
die Ableitung des Nenners hat in der Nihe von 1 keine Nullstellen). Wegen (z%)’ = (e®!n®)/
2®(xInz) = 2%(1 4 Inx) ergibt sich

)

, R (1 +z)—1 . 2*(I+hz)?+2°2 141

lim ——— = lim i = lim T = =-2.

z—11l—z+Inz 2-1 —1—}—5 z—1 - —1
Aufgabe 8

Ist die Funktion f: R — R durch

NZ fiir x > 0,
—y/—x firz <0

gegeben, so ist f auf R\ {0} differenzierbar mit

{ sm  fira >0 1

2\/1_70 fir x <0 2v/|z|




Das Newton-Verfahren liefert fiir einen beliebigen Startwert zp € (0, 00)

f (o) 20 VZo

1 =T0 — =0 — =20 — 2x0 = — %o,
f/(IB()) 2\/1370
x —/— —\/T
xgle—]{/(( 1)): — 1 1:—:130— 10:—1’0—1-23:0:3;0.
1 PNy 2./70

xg  fiir gerades n,

Folglich ergibt das Newton-Verfahren die alternierende Folge x, = N
—x¢ fiir ungerades n.

Diese Folge ist fiir alle zg € (0, 00) divergent.

Aufgabe 9
Fiir A > 0 ist die Funktion fy: R — R gegeben durch fy(z) := arctan(A\z).

a) Esgilt f1(0) = 0. Da f) injektiv ist, besitzt f) keine weiteren Nullstellen.
b) Nach der Kettenregel ist die Funktion f3 auf R differenzierbar mit

3

fi(z) = arctan’(3z) - 3 = T G2

zeR.

Die ersten beiden Iterationsschritte des Newton-Verfahrens mit Startwert xg = % lauten

fa(xo) 1 arctan(1) 1 27 1 =
r1 = — - = - =-— =,
T T @) T3 &5 3 34 3 6
fa(z1) 1 « arctan(l-3) 1 7« 1+(1-7%)?
T2 =21 — = =-—— — ———="—arctan(1 — 7).
fs(x1) 3 6 ﬁ 3 6 3 2

c) Seixp € R mit |zg| > % Wir wollen zeigen, dass das Newton-Verfahren nicht konvergent ist,
d.h. dass die durch

Tp41 = Tn — f&(xn)_lf/\(xn) ) n € Np,

rekursiv definierte Folge (2, )nen, nicht konvergiert. Zuerst beweisen wir mittels vollsténdiger
Induktion: |z,| > % fiir alle n € No.

IA: n = 0. Nach Wahl des Startwerts xq ist |zo| > % erfiillt.
IS: Sei n € Ny. Fiir dieses n gelte |z,,| > % (IV). Zu zeigen ist, dass dann |z,41] > % gilt.
Per Definition gilt

ot =y — f;\(xn) e %@\%) N arctan(Azy,) (1 + A\?z}.) .

Nach (IV) ist A|z,| > 2. Wegen der Monotonie von arctan folgt arctan(A|z,|) > arctan(2) > 1
und damit

arctan(Az,,) (1 + A\222)

1 )\2 2
= arctan(\|xy|) A+ A7) >

A A ' gt
>9
Die umgekehrte Dreiecksungleichung liefert
arctan(Az,) (1 + A\2z2 V) 2
el > | AT QXL ) o — fan] = ] > 2

Dabher ist (xy,), keine Nullfolge, d.h. (x5, )nen, konvergiert nicht gegen die Nullstelle von fy.



Dem vorigen Induktionsbeweis kénnen wir entnehmen, dass (2, )nen, divergiert: Wegen

arctan(Az,,) (1 + A\222)

|Tpt1 — x| = 5 > 2|xy| = fiir alle n € Ny

TN

ist (n)nen, keine Cauchyfolge in R und somit divergent.

Aufgabe 10 (P)

Sei (z0,40) der Schnittpunkt im ersten Quadranten der Geraden mit der Hyperbel 2% — y? = 1.
Fiir 2,y > 0 gilt 22 — y?> = 1 genau dann, wenn y = vx2 — 1 ist.
Das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (zo,0) und (zg,yo) hat den Flécheninhalt

1 1
Fp = §xoy0 = §x0\/x%—1.

Die gesuchte Flache erhalten wir, indem wir hiervon die Flidche unter der Hyperbel

0
FH::/ Va2 —1ldz
1

subtrahieren. Partielle Integration fiihrt auf

/01'\/x2—1d$:<x\/x2—1

1

o /IO 22 d
- ———dx
r=1 vV
xo o 1
\/.’Eo—l—/ x 2761.%
1 v —1

Kiirzen wir den Integranden im zweiten Summanden und addieren auf beiden Seiten [ 1900 Va2 —1dz,

so bekommen wir
V= [ [
2 2 —1ldr==x a:—l—/ ——dx
/1 oV 1 Vaz-1

fiir £ > 1 und Arcosh(1) = 0 folgt

x 1 1
xil =3 zoy/x3 —1— B Arcosh(zg) .

Wegen Arcosh’(z) = ﬁ

/ Va2 —1ldr == \/:I; - f(Arcosh( ))

Also betragt der gesuchte Flicheninhalt

1 1 1 1
Fp—Fy = §xm/:1:(2) -1- (2 zoy/x3 — 1 — 2Arcosh(:z:g)> = §Arcosh(:co).
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