UNIVERSITAT KARLSRUHE WS 2008/09
Institut fiir Analysis

HDoz. Dr. P. C. Kunstmann

Dipl.-Math. M. Uhl

Ho6here Mathematik I fiir die Fachrichtungen
Elektroingenieurwesen, Physik und Geodisie

Lésungsvorschlige zum 13. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a)

Um zu zeigen, dass A := {(2;)jen € RY ! 3C' > 0Vj € N: |zj| < C} ein Untervektorraum
von RN ist, verwenden wir den Satz 14.4:

(i) A#0 wegen (0)jeny = (0,0,0,...) € A. (Nehme z.B. C =1)

(i) Seien a € Rund (), (y;) € A. Dann gibt es C,C" > 0 mit |z;| < C und |y;| < C’ fir alle
j € N. Daher gilt fiir jedes j € N

D) oy +yl <zl + 1yl <C+C7, dh (z5) + (y)) € A;
2) |azj| = |a|-|z;| < Cla] < Cla|+1=:C (damit C >0),  also a(z;) € A.

b) Wie zuvor benutzen wir den Satz 14.4, um zu begriinden, dass B := {f € RI=11 | £(0) =0}
ein Untervektorraum von RIZ11 ist:
(i) B # 0, weil die Nullabbildung f(z) = 0 fiir alle € [-1,1] in B liegt.
(ii) Seien @ € R und f,g € B. Dann gilt
1) (f+9)(0)=f(0)+g(0)=0+0=0, also f+g € B;
2) (af)(0)=a-f(0)=a-0=0, also af € B.
c) C:= { f e RI=L1 } f hat mind. eine Nullstelle} ist kein Untervektorraum von RI=11 | weil
z.B. die Funktionen
fA-L1] =R, z—zx und g:[-L1] >R z—1—=x
in C liegen, ihre Summe wegen (f + g)(z) = f(x) + g(x) = 1, x € R, jedoch nicht.
d) D := {f e R } fist surjektiv} ist kein Untervektorraum von RV weil z.B. die
Nullfunktion f(z) = 0 fiir alle 2 € [—1, 1] nicht in D liegt.
(Wire D ein Untervektorraum von R4 50 miisste mit g € D auch die Nullfunktion 0-g = 0
in D liegen!)
Aufgabe 2

Sei V ein K-Vektorraum und V;, V5 seien Untervektorraume von V.

a)

Vi N Vs ist ein Untervektorraum von V':

(i) 0eN,0eVa=0eVINVa=ViNV,#0.

(ii) Seien o € Kund z,y € V1 N V3, also z,y € V; sowie x,y € V. Dann gilt
1) z4+ye€Vi[daVi UVRvon V]und z+y € V5 [da Vo UVR von V], also x+y € ViNVs.
2) azreV;ldaV; UVR von V] und ay € V, [da Vo UVR von V], also ax € Vi N V.

Nun verwende man Satz 14.4.
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b)

Gegenbeispiel: Auf dem Vektorraum V = R? betrachten wir die durch die Einheitsvektoren
el = <(1)> und ey := <(1)> aufgespannten Untervektorrdume

Vi :=lin({e1}) = {ael € R} sowie Vo :=lin({e2}) = {ﬁeg : fe R}.

Dann ist V3 U Vs nicht abgeschlossen beziiglich der Addition: In V3 U V5 liegen e und eo, nicht

aber der Vektor e; + ey = (1)

Vi+ Vo i={v) +vy:v € Vj,vy € Vo} ist ein Untervektorraum von V:
(i) ‘/1+‘/§7é®,dennO€V1,0€V2:>0: 0 + 0 eVi+VW.
e eVa

(ii) Seien @ € Kund z,y € V14 Va. Dann gibt es x1,y; € V1 sowie z2,y2 € Vo mit z = 14229
bzw. mit y = y1 + yo2. Es folgt

ar +y = a(ry +x2) + (y1 +y2) = (ax1 +y1) + (az2 +y2) € VI + V2.
ey Q%)

Also gilt ax +y € V1 + Vs fiir alle a € K und z,y € V1 + V5. Insbesondere sind dann
x+yeVi+V, [mit a =1] sowie ax € Vi + Vo [mit y = 0].

Nun benutze man Satz 14.4.

Aufgabe 3

Sei V' ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V.

a)

b)

d)

Ist M C V mit 0 € M, so gilt lin(M) = lin(M \ {0}). Daher ist M linear abhéngig.

0

Diese Aussage ist falsch. Beispielsweise ist M = {<(1)> , (0

>} C R? = V linear abhingig,

jedoch kann (1) nicht als Linearkombination des Nullvektors <8> dargestellt werden, d.h.

1
es existiert kein o € R mit ( 0) =a- <8> [Weiteres Gegenbeispiel siehe Aufgabe 5 a)]
Existiert ein Vektor v € V' mit eindeutiger Darstellung als Linearkombination der vy, v, ..., v,
(d.h. es gibt eindeutige oy, ag,...,q, € K mit v = ajv; + agvs + ... + v, = Z?Zl a;vj),
so wird auch der Nullvektor 0 = v — v eindeutig dargestellt. Folglich lédsst sich der Nullvektor

nur als tiviale Linearkombination der vy, vs,...,v, darstellen. Also sind vy, vs,..., v, linear
unabhéngig.

Diese Aussage ist falsch. Beispielsweise im Vektorraum V = R? sind die Vektoren v; := <(1)>
0\ .. R . 0 . . 1
und vy := 1 linear unabhéngig. Wahlt man v := | ~ )50 sind die Vektoren vi+v = | ~ 1
0\ .. . . 0
und vy +v = 0 linear abhéngig, denn es gilt 0- (vy +v) +1- (va +v) = 0)
. . - 9 . 1 0\ ,.
Diese Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: V' = C*. Dort sind v; := 0 und vy := 1 linear

unabhéngig. Auflerdem sind v; und wvg := <(1)> linear unabhéingig. Die Vektoren ve und ws

sind jedoch nicht linear unabhéngig, denn es gilt vy — v3 = (8)



Aufgabe 4

In einem K-Vektorraum V seien linear unabhéingige Vektoren wvq,...,v; und linear unabhéingige
Vektoren vgy1, ..., v, gegeben sowie die beiden Aussagen
A= “vi,..., V0, Vkt1,--.,Unp sind linear unabhéngig”

B = “lin(vy,...,vk) Nlin(vgy, ..., vm) = {0}

Behauptung: A < B.
Wir zeigen A = B durch Kontraposition, d.h. wir verifizieren -B = —A:

Sei also lin(vq, ..., vg) NUn(Vkt1, ..., vm) # {0}, etwa 0 # v € lin(vy,...,v5) N lin(vky1, ..., Um).
Wir miissen zeigen, dass dann vy, ..., v, linear abhingig sind.
Wegen v € lin(vy,...,vg) N lin(vgyt, ..., o) gilt v € lin(vy,...,vx) und v € lin(vgyt,...,Um).

Daher existieren Skalare a; € K (nicht alle = 0, da v # 0) mit v = vy + ... + apv, = Z?Zl a;v;
sowie 3; € K (nicht alle =0, da v # 0) mit v = By 1Vk41 + .. + BmUm = E;n:kﬂ Bjv;. Es folgt

k m
O:U—v:Zajvj— Z Bjvj = Zaﬂ)ﬂ+ Z
j=1

j=k+1 j=k+1

Also ist eine nichttriviale Linearkombination der vy, ..., v,, gefunden, die den Nullvektor darstellt.
Somit sind vy, ..., vy, linear abhingig.

Nun zu B = A. Wir zeigen A — -B:

Seien also vy, ..., vy linear abhéngig. Dann gibt es eine nichttriviale Linearkombination des Null-
vektors, d.h. es existieren aq, ..., g, Bki1,-- -, Om € K (nicht alle = 0) mit
k m
0= Za]v] + Z Biv;, bzw. Zajvj = — Z Bjv; . ()
Jj=k+1 Jj=1 Jj=k+1
Ist ein o;r{ ungleich 0, so gilt Z?:l a;vj # 0 [da v1,..., v, linear unabhéngig sind] und wegen (x)
auch Zj:k—f—l Bjvj # 0.
Ist ein (3; ungleich 0, so gilt Z;n:k 41805 # 0 [da vpy1,. .., vy linear unabhingig sind] und wegen

(*) auch Z?Zl a;vj # 0.
Zusammen folgt Z?:l a;v; # 0 und Z;”:kﬂ Bjvj # 0. Ist v := Z§:1 a;vj gesetzt, so gilt 0 # v €
lin(vy, ..., vg) und

m

*

= Z —Bj)vj € in(vg41,- .., Um)-
j=k+

Also ist lin(vy, ..., vg) Nlin(vg4q, - .- ,vm) {0}.

Aufgabe 5
0 3 0
4 - : 8 6 —4
a) Im R* sind die Vektoren v; = ol 2= 5 | vs 1 gegeben.
4 -1 -2

i) Offenbar ist v;1 = —2wv3. Daher gilt v + Ove 4+ 2v3 = 0, d.h. es gibt eine nichttriviale
Darstellung des Nullvektors. Also sind die Vektoren vy, vg, v3 linear abhéngig.
Im allgemeinen erkennt man nicht sofort, ob gegebene Vektoren linear unabhéngig sind
oder nicht. Um die Vektoren vy, ve, v3 auf lineare Unabhéngigkeit zu priifen, kénnen wir
v1, U2, v3 als Zeilen in eine Matrix schreiben und diese durch Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform bringen:

0 8 -2 4
3 6 2 -1
0o -4 1 =2



[vertausche erste und zweite Zeile]

3 6 2 -1
0 8 -2 4
0 4 1 =2

[multipliziere die dritte Zeile mit 2]

3 6 2 -1
0 8 -2 4
0 8 2 -4

[ersetze die dritte Zeile durch die Summe der zweiten und dritten Zeile]

36 2 -1
08 -2 4
00 0 O

Da die Zeilen der letzten Matrix linear abhéngig sind, sind es vy, v9, v3 auch.

i) Wire vy = ajv; + agvs fir aj, a3 € R, so miisste fiir die erste Komponente gelten:
3 =ua1 -0+ as-0 = 0. Dies ist nicht moglich. Deshalb gibt es keine a1, a3 € R mit
V9 = 1V] + Q3v3.

b) Seien aj, a9, a3 € R mit ayvy + agvg + azvg = 0, also mit

aq +aza =0
oy + as =0
a1 — Q2 + a3 =0
bzw. dquivalent hierzu
a1 = —aas
ay — —Q3
a; = —2a3

Nur fiir @ = 2 gibt es eine Losung, die sich von a3 = as = a3z = 0 unterscheidet (z.B.
a1 =2,a9 = 1,3 = —1, dann gilt 2v1 + vo — v3 = 0).

Also sind die Vektoren v1,vo, v3 nur fiir a = 2 linear abhéngig.

Aufgabe 6
1 2 )
4 . -2 0 -2 :
a) Im C* sind die Vektoren v, = s | v = sl =5 gegeben. Wir halten
0 0 0

zunéichst folgendes fest: Ist V' ein beliebiger Vektorraum und gilt Uy C Us C V, so folgt
lin(U;) C lin(Uz) C V. AuBlerdem haben wir lin(lin(U)) = lin(U) fiir jede Teilmenge U C V.
[Beides folgt unmittelbar aus der Definition des linearen Aufspanns.]

Also ist klar, dass die drei Vektorrdume lin(vy,v2), lin(v1, v3) und lin(vy, v3) Teilmengen von
lin(vy, v, v3) sind. Um zu sehen, ob lin(vy, ve, v3) tatséchlich grofler ist als die anderen Mengen,
untersuchen wir nun, ob die Vektoren vy, v9, v3 linear abhéngig sind, d. h. wir fragen uns, ob es
A1, A2, Az € Cmit |Ar|+]|A2|+]A3] > 0 und A\jv; +Agva+ Agvz = 0 gibt. Fiir solche Zahlen muss

wegen der zweiten Komponente der Vektoren A3 = —A; gelten. Offenbar ist v — vg = —2ws.
Die Vektoren v, v2,v3 sind also in der Tat linear abhéngig; es gilt v + 2vo — v3 = 0. Folglich
haben wir

lin(vy, ve, v3) = lin(vy, v, v1 + 2v2) C lin(lin(vy, v2)) = lin(vy, va) .

Vollig analog ergibt sich, dass lin(vy,v3) und lin(ve, v3) Obermengen von lin(vq, ve, v3) sind.
Alle vier zu betrachtenden Vektorrdume sind somit identisch.



b)

Eine Basis des R ist durch die drei Einheitsvektoren eq, e2, e3 € R? gegeben. Um lin(by, b, b3)
= R3 zu zeigen, reicht es zu begriinden, dass wir jeden dieser Basisvektoren durch by, bo, b3
darstellen konnen: €1 = b3 — bg, €3 — bg — bl, €y = b1 — €1 = bl — (bg — b2) = b1 — b3 + bz.

Um lin(by, bg, b3) = R3 nachzuweisen, kénnen wir auch zeigen, dass die drei Vektoren by, by, bs
des R? linear unabhingig sind. Wegen dim(R?) = 3 folgt dann lin(by, bo, b3) = R3.

Wir schreiben by, ba, b3 als Zeilen in eine Matrix und bringen diese durch Zeilenumformungen
auf Zeilenstufenform:

110
011
111
[ersetze die dritte Zeile durch die Differenz der ersten von der dritten Zeile]
110
011
0 01

Somit gilt (mit den Bezeichnungen von 14.7) n = r = 3 und die Vektoren by, by, bg sind linear
unabhéngig.

Aufgabe 7 (P)

a)

b)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass man die allgemeine Losung dieser linearen Differentialglei-
chung sofort in der Hand hat, wenn man die Nullstellen des zugehorigen Polynoms A% — 2\ +3
kennt; dies sind A1 2 =1+ v/2i. Folglich hat die vorliegende Gleichung die allgemeine Losung

y(z) = Cre®sin(vV2 z) + Cye® cos(V2 ) (C1,C2 € R).
Dann ist y(0) = Co und wegen
Y (x) = Cre”sin(v2z) + C1e®V2 cos(V2 ) + Coe® cos(V2x) — Cae®V2sin(v2 )

gilt 3/(0) = v/2Cy + Cs. Die Bedingungen y(0) = 1 und ¢/(0) = 2 implizieren daher Co = 1
und C; = 11/2. Die (eindeutige) Losung lautet mithin

y(z) = %\/iex sin(v2z) + e cos(vV2x).

Das Polynom A? — 5) + 4 hat die Nullstellen 1 und 4. Die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung y” — 5y’ 4+ 4y = 0 lautet folglich

y(:v) = Che” + 026’43c (01, Cy € R) .

Fiir eine Losung der inhomogenen Gleichung 3" — 5y + 4y = e?* machen wir den Ansatz
yp(x) = Ce?. Dann ist y/,(z) = 2Ce** und y)(x) = 4Ce®*, also
Yo — Byp, + dyp = 4Ce™ — 100 + 4Ce** = —2Ce™ .

2x 1 2z

Damit dies = e** wird, muss C = —% gewéhlt werden. Es folgt y,(z) = —5e**, und die
allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist somit

y(z) = —1e* + Cre” + Coe™  (C1,C2 €R).

Aus y(0) =1 folgt —1 + C1 + C> = 1 und aus y/'(0) = —1 folgt —1 + Cy + 4Cy = —1. Ziehen
wir die zweite Gleichung von der ersten ab, folgt —3Cy = %, also Cy = —% und damit C7 = 2.
Die (eindeutige) Losung lautet daher

y(z) = —%62"” + 2e* — %e“ )
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