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Aufgabe 1

Mittels Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilennormalform; die Zeilen werden dabei jeweils
mit 7y, Zs und Z3z bezeichnet:

0 -2 2 4 . -2 0 1 7\ , ., (1 0 —§ =]
4 —6 4 —5| -2 o _2 9 4 1—j1> 0 1 -1 -2
9 0 1 7 ) tewhen \y g 4 5] 20322 \y4 ¢ 4 _5
1 B — 10 -1 _7
2 2 2 2
Z3—2Z3—47 0 1 1 -3 Z3—2Z3+62Z2 01 -1 —
0 -6 6 9 00 0 -3
1o -1 -1 10 -1 o0
Z3——L17 2 2 Z1—Z1+27 2
BT 0 1 -1 —2 | 2E2TEE g 1 Z1 g
00 0 1) 27225 \go 0 1

In der Zeilennormalform von A gibt es drei nichtverschwindende Zeilen, also hat A Rang 3.
Nun zur Matrix B:

1 -4 3 -2 0 1 0 1 2 2
1 -2 1 4 2| Z—i2s 1 -2 1 4 2
2 0 2 4 4 Ty 73 1 -4 3 -2 0
1 0 -1 o @ 1 0 -1 o p
1 0 1 2 2 1 0 1 2 2
Zi—=Zi-z1 |0 =2 0 2 0 Zzs—73—27Z, |0 1 0 —1 0
_ _
(j=2,3,4) 0 —4 2 —4 -2 Zo——17, 0 0 2 -8 —2
0 0 -2 a—2 p-2 00 -2 a—2 [B-2
1 01 2 2 1 00 6 3
Zy— 74+ 73 01 0 —1 0 ZV\—Z1—2Z3 01 0 -1 0 =
_— _— =B
Z3—17; 0 0 1 —4 —1 0 0 1 —4 —1
0 00 a—10 f—4 0 00 a—10 p—4

Fall 1: a = 10 und B = 4. In diesem Fall steht die Zeilennormalform von B bereits da:

100 6 3
010 -1 0
001 —4 -1
000 0O O

Da hier genau 3 nichtverschwindende Zeilen existieren, hat B in diesem Fall Rang 3.
Fall 2: « = 10 und 3 # 4. Dann erhalten wir

1 0 0 6 3 1 00 6 O
~ Zy—(p-4)"1zy |0 1 0 -1 O Zh—71-32, [0 1 0 =1 0
B— - -

000 O 1 0 00 0 1
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und lesen ab: In diesem Fall hat B Rang 4.
Fall 3: o # 10. Dann setzen wir ¢ := (5 —4)/(a — 10) und erhalten

100 6 3 100 0 3-66
B Zys—(a—10"12z, |0 1 0 -1 O Z1—2Z1—6Z4, Zo—Zo+Zs |0 1 0 0 )

0 01 —4 -1 Z3—Z3+474 0 01 0 —1+46

000 1 ¢ 0 001 )

Die Matrix B besitzt somit auch in diesem Fall Rang 4.

Aufgabe 2
a) Das lineare Gleichungssystem
T1t+x2+ 224 = 3
r3+4xry =
ry = 2

liegt bereits in Zeilennormalform vor:
110 2 03
001 4 0|1
0000 1|2

(Stellen wir uns hier das Endergebnis beim Losungsalgorithmus vor, so wiren hier womdglich
noch Nullzeilen, die aber einfach ignoriert werden diirfen). Diese Treppe verlduft nicht re-
gelméfBig. Nun verwenden wir den (—1)-Ergénzungstrick. In jeder Spalte der Koeffizienten-
matrix sollte eine neue Stufe anfangen! Dies erzwingen wir, indem wir zwei Zeilen der Form
0...0 —10...0 einfiigen:

1 1 0 2 03
0 -1 0 0 0|0
0 0 1 4 0|1
0 0 0 -1 0|0
0 0 0 0 1|2

Jetzt konnen wir die Losung ablesen: die beiden Spalten mit den neu hinzugekommenen Stufen
(an den —1-en erkennbar) sind eine Basis des homogenen Losungsraums, und die letzte Spalte
ist eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung! Geméafl Folgerung (1) in 14.11 ergibt
sich fiir die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems

3 1 2
0 ~1 0

z=|1]+x| 0 |+x] 4 (A pu€R).
0 0 ~1
2 0 0

Das Einfiigen jener —1-Zeilen ist nichts anderes als das Setzen von freien Parametern. Be-
trachten wir das urspriingliche Gleichungssystem mit Variablen

r1+x2+2x4 = 3
r3+4ry = 1
Ty = 27

setzen zwei Parameter (aber mit Minuszeichen!)

r1+x9+224 = 3
To = —A
r3+4xy = 1
Ty = —M
r5s = 2,



b)

lassen in jeder Zeile nur eine Variable stehen

xr1 = 3+)\+2,u
Tro9 = -
r3 = 1+4p
Ty = —U
Irs = 2
und schreiben vektoriell
3 1 2
0 -1 0
x=|1]4+AX] 0 | +p]| 4 (A, 1 €eR).
0 0 -1
2 0 0
Um das lineare Gleichungssystem
r1 — 2x9 -+ xr3 — T4 + z5= 0
41 — 8x9 + 33 — 324 + 5= 2
—2x1 4+ 49 — 223 — r4 + 4dx5= -3
r1T — 21’2 — 3%4 + 4%5: -1
zu 16sen, bestimmen wir die Zeilennormalform der zugehorigen erweiterten Matrix
1 -2 1 =1 1|0 T — 7y — AZ 1 -2 1 -1 110
4 -8 3 -3 1] 2 Z3 — Z3 4271 0 0 -1 1 -=3] 2
-2 4 -2 -1 4|-3 Zy—Z4—21 0 0 0 -3 6 |-3
1 -2 0 -3 4|1 0 0 -1 -2 3 |-1
o — — 7 1 -2 1 -1 110
Z3 — =373 0O 0 1 -1 3 |-2
Za— 24— 0o 0 0 1 =21
0 0 0 -3 6 |-3
1 -2 1 -1 110
Zy—Z4+373 O 0 1 _1 3 _2
_—
0 0 0 1 =-2|1
0 0 0 0 010
1 -2 0 0 —-2| 2
Z1—Z1—Z 0 0 1 0 1 |-1
_—
Zo—Zo+7s 0 0 01 -2 1
0 0 00 O01]O

und verwenden den (—1)-Ergénzungstrick, d.h. wir lassen Nullzeilen in der Zeilennormalform
weg und erginzen Zeilen mit —1 und sonst Nullen, so dass auf der Diagonalen nur +1 steht:

1 -2 00 —-2| 2
0 -1 00 01O
0 0 1 0 1 |-1
0 0 01 =2]1
0 0 00 —-1]0

Nun kénnen wir die allgemeine Losung @ = (1, 22, 73,74, 75) € R® des Gleichungssystems
ablesen:

2 -2 -2
0 -1 0
r=|-1]14+A] 0 [+p]| 1 (A, p € R).
1 0 -2
0 0 -1



Aufgabe 3

Wir bringen die erweiterte Matrix (Aly) durch Zeilenumformungen auf Zeilennormalform:

1 -1 2 |1 1 -1 21
0 1 o |1 22220 1 al1
1 a—1 g+213 0 a (|2
1 0 24« 2
Z1—Z1+22
okt 1 a 1 = (%)
AamsimeZz \ 0 0 B—a?|2-a

1. Fall: 8 # a?. Dann setzen wir zur Abkiirzung v := (2 — a)/(3 — o2) und erhalten

10 2 2 1 0 0]2—(2
(*) Zz—(B—a?)"1Z3 0 1 —;a 1 le—>le—(2+Z)Z3 01 0 1(_—23)7
00 1 |~ e 00 1 ~y

Man sieht: In diesem Fall ist das Gleichungssystem Ax = y eindeutig losbar; die Losung = =
(71,22, 73) € K3 ist gegeben durch 1 =2 — (24 a)y, v2 = 1 — ay und 23 = 7.

2. Fall: 3 = o? und o # 2. Dann ergibt sich

24+«

Z3—>(2—a)_1Z3
—_

10 24+al2
(%) 01 a |1
00 0 |1

Der Rang der erweiterten Matrix ist grofler als der von A. Folglich besitzt das lineare Gleichungs-
system Az = y in diesem Fall keine Losung.

3. Fall: 3 = o? und o = 2. Dann steht die Zeilennormalform bereits da:
1 0 42
01 2|1
00 0|0

Der Rang der erweiterten Matrix und der Rang von A stimmen iiberein, das Gleichungssystem ist
also losbar. Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung Ax = y ist

T, =11

0

Alle Losungen des homogenen Gleichungssystems Az = 0 erhilt man, indem man x3 = A setzt
[oder den (—1)-Ergénzungstrick verwendet]:

—4
zp=A| -2 (A eK).
1

Die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems Az = y ist folglich

2 —4
r=xp+axp=|1]+A]|-2 (A eK).
0 1



Aufgabe 4

Definiere
1 0 0 1
S ) o —-1—3 S —1 - i—1+c¢
1-= O b 2 = 1+/L 9 3 = _C_/L ) 4 .= —C—Z
2 0 c 4 2ci 2
Gesucht sind alle ¢ € C, fiir welche das lineare Gleichungssystem Z?:l z;v; = y eine Losung
1,22, 23,24 € C hat. Wir wenden Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix an:
1 0 0 i 1 1 0 0 7 1
7 —1—1 —1 i—14+c|bHi—1 Zo—sZo—iZ1 0 —-1—34 —1 i+c |4i—1
B
0 1+: —c—1 —c—1 1—12 Za—Z4—271 0 142 —c—1 —c—1| 1—1
2 0  +2c 2i 2 0 0 A+2i 0 |c2-2
1 0 0 ) 1
Z3—Z3+Z4 0 —1—¢ —1 i+c|dt—1
_
0 0 —c— 21 0 317
0 0 c4+2i 0 [2-2
1 0 0 7 1
Za—Za+cZs 0 —1—34 —1 i+c 47 —1
_
0 0 —c— 21 0 31
0 0 0 0 |c®43ci—2

Dieses lineare Gleichungssystem ist unlésbar fiir 0 # ¢ + 3ci — 2 = (¢ + i)(c + 2i), also fiir ¢ €
C \ {—2¢,—i}. Wegen der dritten Zeile ist die Losungsmenge auch fiir ¢ = —2i¢ leer. Nur im Fall
¢ = —i ist das lineare Gleichungssystem losbar. Fazit: Genau fiir ¢ = —i gilt y € U.

Aufgabe 5

a) Wir untersuchen, fiir welche A1, A2, A3 € R man A1b; + Aaba + Agbs = 0 erhilt. Es gilt
A1b1 + Aaba + A3b3
= )\1((0& — 1)(12 + 2(13) + Ao (2(11 -+ (20[ — 3)(12 + 4(13) + A3 (a1 + (Oé — 1)&2 + (13)
= (2)\2 + )\3)&1 + ((Oé — 1))\1 + (2a — 3))\2 + (Oé — 1))\3)&2 + (2)\1 + 44X + )\3)&3 .

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von a1, as, as wird dies genau dann = 0, wenn die Koef-
fizienten der aq, as, ag verschwinden. Folglich gilt A\1b1 + Aoby + A3b3 = 0 genau dann, wenn
A1, A2 und A3 das lineare Gleichungssystem
2X9 4+ A3 =0
(a—DAM+2a—3)A+(a—1)A3=0
2M +4X+23=0

16sen. Die Matrix dieses homogenen linearen Gleichungssystems formen wir um:

0 2 1 Z3~>%Z3 L 2 %
a-1 20-3 a-1] —2——| 0 2 !
5 4 1 Zeilen tauschen a—1 2a0—-3 a—-1
Zy—Zs—(a—1)71 1 0 _1% Zis—Z3+Zo Lo _1%
0 1 1 — |0 1 3
Zv—Z1—Za, Za—3 72 0 —1 %(a —1) 0 0 %oz

Man sieht: Die Matrix hat Rang 3 genau dann, wenn « # 0 ist. Obiges Gleichungssystem
besitzt also genau im Fall o # 0 nur die triviale Losung. Folglich sind die Vektoren by, bo, b3
genau dann linear unabhéingig, wenn a # 0 ist.



b) Sei z := a; + Bag + 2a3. Wir suchen Aj, Ao, A3 € R mit A\1by + Aoba + A3bs = z. Wegen

A1b1 + Aobg + A3gbg = )\1(—CL2 + 2a3) + )\2(2&1 — 3as + 4&3) + )\3(@1 — a2 + ag)
= (2A2 + A3)ar + (=M1 — 3A2 — Az)az + (2A1 +4X2 + A3)as

und der linearen Unabhéngigkeit von ap,as,as lduft dies darauf hinaus, eine Losung des

linearen Gleichungssystems

0 2 1\ /M 1
—1 =3 1] [x] =[5
2 4 1)\ 2

zu bestimmen. Wir formen die erweiterte Matrix dieses Gleichungssystems um:

0o 2 11 T s 1 3 1 -0
1 -3 -1|p 3—243+222, Za——22 0 2 1 1
2 4 1|2 o 0 -2 —1]2+283
13 1] — 1 0 =1|_p_2
Z3—Zs+Zo 1 15 Z—Z1—32Z2 12 ﬂl 2
Zr=p 00 0|3+23 00 0|3+28
Das System ist nur fiir § = —% 16sbar. Die Zeilennormalform lautet dann
10 —3]0
01 3|3
00 010

Das Gleichungssystem hat also keine eindeutige Losung; die allgemeine Losung lautet

A1 0 —1 0 1
l=13l+n i |=(3]+r|-1 (neRund p=—3n).
A3 0 -1 0 2
Fazit: Die Darstellung des Vektors = gelingt genau dann, wenn 3 = —% ist. Es gilt dann

x = pby + (3 — p)bs + 2ubs (neR).

Aufgabe 6

a) Diese Abbildung ist linear, denn fiir alle A € C und <i1> , (Zl) € C? gilt
2 2

7(Az2 + y2)

T Y\y (At )y o -
() - () =GR = m e )

Tx Tyo .
=A| i +a2 |+ | v+ Z)\f(<$1>)+f(<y1>).
3{L‘1 — 4’il‘2 3y1 — 4iy2 2 LE

b) Die Abbildung ist nicht linear, denn es gilt f( (8)) = ((2)> # 0. Fiir eine lineare Abbildung ¢

muss jedoch stets ¢(0) = ¢(0-0) = 0- ¢(0) = 0 gelten.
c) Auch dieses f ist nicht linear, da wieder f(0) # 0 gilt. Man beachte aber: Auch

g(@)) =y

wiire nicht linear (trotz g(0) = 0), denn es gilt g(e; +e2) =1 # 040 = g(ey) + g(ea).



d) Entgegen dem ersten Anschein ist f linear. Dies folgt aus Beispiel (1) in 14.15, denn

f(<:;>>=(x—2i)(y+3)—(:v+1)(y—6i)Zwy+3$—2iy—6’i—(f”y_&f”y_ﬁi)

— (3+6i)z— (1+2)y=(2+6i —1—2i) (i) .

=:AeClx2

Aufgabe 7

a) Wegen gb((i;)) = <x1 + x2> =A <x1) mit A := (i 1) € R?*2 ist ¢ nach Beispiel (1) in

T+ X2 T2
14.15 linear. Es gilt

Kern ¢ = {x €R? : ¢(x) =0} = {x € R? : Ax:O}:KernA:lin{<_11>}.

Letzteres liest man unter Verwendung des (—1)-Ergénzungstricks der Zeilennormalform <1 1)

0 0
von A ab. Geméif Definition ist

Bild ¢ — {¢(x) : xeR2}:{Ax : xeRQ}ZBﬂdA:hn{G>}’

weil Bild A der lineare Aufspann der Spalten von A ist.

b) Zunéchst bringen wir A mittels Zeilenumformungen auf Zeilennormalform:

30 2\ Z2—ontih 1 0 -2/3 10 —2/3
Z3 — —1z3+ 1z Z3—Z3+12
A=(1 10)] ZEEER 10 1 g3 EEE L0123
-2 1 2 Z1—==32 0 —1/2 —1/3 00 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab:
—2/3 2
Kern A=1lin{| 2/3 |} =1lin{| -2 ]}
-1 3
2
Folglich ist {| —2 | } eine Basis von Kern A und es gilt dim Kern A = 1. Die Dimensi-
3
onsformel liefert dim Bild A = 3 — dim Kern A = 3 — 1 = 2. Da die beiden Vektoren
-3 0
Aey = | 1 | ,Aes = | 1] € Bild A linear unabhingig sind, bilden diese eine Basis von
-2 1
Bild A, also
-3 0
Bild A=1lin{| 1 |,[1]}
-2 1



Aufgabe 8
Essein € Nund ¢: R" — R, (21,22,...,2,) — Y p_y kxj eine Abbildung.

a) Aufgrund von
o(| : Hh=A4]: mit A=(1 2 3 -~ n)eRM"

ist ¢: R™ — R nach Beispiel (1) in 14.15 linear.

Alternativ kann man die Linearitéit von ¢ auch wie folgt begriinden:

L1 Y1
Fir beliebigea€c Rundz=| : |, y= ] : | € R” gilt
Tn Yn
ary +y1 n n n
slaz+y)=o(| 1 =D _kom+y)=a) ku+ Y ky = ad@)+ o(y).
k=1 k=1 k=1
Ty + Yn

b) Wegen ¢(| . |) = 1-a = a fiir jedes a € R gilt Bild ¢ = R, also ist {1} eine Basis von
0
Bild A = Bild ¢. Insbesondere ist dim Bild A = 1.

Nun iiberlegen wir uns, wie viele Basisvektoren Kern ¢ = Kern A aufspannen. Die Dimensi-
onsformel liefert n = dim Bild A + dim Kern A, folglich ist dim Kern A =n — 1.

Zur Bestimmung von Kern A = Kern ¢ verwenden wir den (—1)-Ergénzungstrick:

1 9 3 ... .. n
0 =1 0 -+ -0
0o -1
0
0 0 -1
Jeder der n — 1 Vektoren
2 3 n
-1 0 0
0 -1 0
ol ol |0k
0 0 -1

ist in Kern ¢ enthalten. Da die angegebenen n — 1 Vektoren linear unabhéngig sind, bilden
diese eine Basis von Kern ¢:

2 3 n

-1 0 0

0 —1 0
Kern ¢ =lin{| ¢ |, ol> > o |-

0 0 -1

c) Wegen ¢ injektiv <= Kern ¢ = {0} <= dim Kern ¢ =0 ist ¢ genau fiir n = 1 injektiv.



Aufgabe 9 (P)

1
Fiir eine stetige Funktion f: [0,1] — R definiere || f||1 := / |f(t)] dt.
0

a)

b)

Um zu zeigen, dass ||-||1 eine Norm auf C([0, 1]) ist, miissen wir (N1), (N2), (N3) aus Definition
E11.3 iiberpriifen:

N1) Zu zeigen: Gilt ['|f(¢)|dt = O fiir eine stetige Funktion f: 0,1] — R, soist f(t) =0
( g 0 g
fiir alle ¢ € [0,1]. Dies haben wir bereits in Aufgabe 8 a) vom 9. Ubungsblatt gesehen.
(N2) Fiir jedes a € R und jede stetige Funktion f: [0,1] — R gilt
1 1 1
laflly = /0 laf(t)|dt = /0 laf - [f(t)] dt = |04/0 [F@®)]dt = laf|| £l
(N3) Fiir beliebige stetige Funktionen f,g: [0,1] — R gilt

1 1 1
Hf+mh:Aru+mGWﬁ:Aﬂw+g@nﬁ<41ﬂm+muwn
1 1
:/UWﬁ+/MWﬁ:wm+mn
0 0

0, 0<tel0,1/2)
Fiir n € N definiere f,,(t) =< n(t—1/2), te€[1/2,1/2+1/n) ,t€[0,1].
1, tell/2+1/n,1]

Dann ist (f)nen eine Folge stetiger Funktionen. Fiir alle m,n € N mit n > m gilt

1 1
m—mmzﬂwmmMMﬁaém@—mmw

1/2 1/241/m 1
=/ mw—mmw+/ Fult) = Fn()] w+/ Fult) = ()] dt
0 — 1/2 e 1/241/m S ———
=0-0=0 < (O fon () <141=2 1-1=0

<2(1/2+1/m—-1/2) =2/m.

Sei € > 0. Dann existiert my € N mit 2/e < mg und fiir alle n > m > mg ergibt sich
| fr — fnllt < 2/m < 2/mg < e. Also ist (fn)nen eine || - ||1-Cauchyfolge.

Annahme: Es existiert f € C([0,1]) mit || f, — f]l1 — 0 (n — o0). Fiir jedes n € N gilt
1
=t = [ 150 = ol a
1/2 1/2+1/n 1
= [Cirndes [ im0 - f@ldes [ e polar.
0 1/2 1/2+1/n
Wegen || fr, — fll1 = 0 (n = o0) und 1/2+1/n — 1/2 (n — oo) folgt
1/2 1
/ F)|dt=0 und / 11— f(@®)dt=0.
0 1/2
GemiB Aufgabe 8 a) vom 9. Ubungsblatt muss die stetige Funktion f

_J0, 0<t<1)/2
f(t)_{l, 1/2<t<1

erfiillen. Dies widerspricht der Annahme, dass f stetig ist.

Fazit: Es gibt eine || - [[1-Cauchyfolge in C([0, 1]), die keinen Grenzwert in C([0, 1]) hat, d.h.
(C(]0,1]), ] - |l1) ist nicht vollstéindig.



Aufgabe 10 (P)

Vorbemerkung: Jede Norm || - || auf einem K-Vektorraum V erfiillt die umgekehrte Dreiecksunglei-
chung:
‘||uH - ||v||| < lu — v fiir alle u,v € V.

Beweis (wortwortlich wie beim Betrag in 4.3 (6)): Seien u,v € V. Dann gilt
[ull = l[(u=v) + ol < flu—vf + ol = Jull = [lv]| < [lu— o]
und analog
[oll = (v = w) +ull <[lv—ull + [Jull = lu = +ull = (ol = [ull <[lu—wo].
Zusammen ergibt sich die behauptete Ungleichung.
Sei (H, (+|-)) ein Pra-Hilbertraum, (x,)nen eine Folge in H und x € H. Behauptung;:
n—o0 n—o0 n—o0

[en =2l =—=0 = ool == [lz]| wnd (zn]y) — (z[y) fir jedes y € H

Beweis:
“=7: Bs gelte ||z, — x| =% 0. Die umgekehrte Dreiecksungleichung liefert

loall = 2ll] < llow —2ll =0, also [zl — 2] fiir n— oo.
Fiir jedes y € H gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[(znly) — @|y)| = |20 — 2ly)| < lzn — ][ lyll > 0,  also (24ly) — (zly) fiir n — oco.
—_———

—0

“<”: Nun gelte ||z,| — ||z|| und (z,|y) ——=> (z|y) fiir alle y € H. Fiir jedes n € N ist
[@n — 55||2 = (zn — @lzn — 2) = (Tnlon — 2) — (@|Tn — 2) = (Tal2n) — (Talz) — (z]2n) + (z|2)
= lzall?* = ((zal2) + (@al2)) + 2l* = lzall® = 2Re (zalz) + ||z

n—oo

= [lz|* = 2Re  (z]z) +|z]*=0.

=|lz[I*eR

Hieraus folgt ||z, — z|| — 0 fir n — oo.
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