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Aufgabe 1

a) i) Wir verwenden die geometrische Summenformel

¢" = fiir alle n € Nund ¢ € C\ {1}.

In Aufgabe 3 a) des 3. Ubungsblatts wurde diese fiir reelle ¢ # 1 gezeigt. Diesen Beweis
kann man wortwortlich auch fiir ¢ € C\ {1} fithren. Danach gilt
22 . . .
1—(1—4)% 1—(1-9)% —i
1—i)k=—1 1— S S22 N
;( i) +Z ) 1+ T + - —

=-1- z(l — (1—14)%).
Zur Berechnung von (1 — i)?® benutzen wir die Darstellung
1 —i = v2(cos(—m/4) + isin(—m/4)) = V2(cos(m/4) — isin(r/4))

und die Formel von Moivre

(1—0)% = v2* (cos(r/4) — isin(r/4))? = 22/2(cos(23 - 7 /4) — isin(23 - 7/4))
= 2%3/2(cos(24 - 7 /4 — 7/4) — isin(24 - 7/4 — T/4))
(
(=

(
*223/2(COS 3-2m —w/4) —isin(3- 21 — 7/4))
= 2%3/2 (cos(—m/4) — isin(—7/4)) = 223/2( —z i271/2) =21 4-4).

Hiermit erhalten wir
22
(=i =—1—i(1 2" (1 +4)) = =1 — 2" (2" — 1) = —2049 + 2047 .
k=1

i) Mit 1+i=v2(cos(F)+isin(%)) und 1 —i = /2 (cos(Z) —isin(%)) ergibt sich nach
der Formel von Moivre

(1+ ’L')Qn +(1- ,L')Qn = " (cos (%) + isin (%) 4 cos (n%r) _isin (%))

on-+1 (mr) 0 falls n = 2k + 1,
= cos(— | =
2 (—1)*226+1 falls n = 2k.

b) i) Esist 2’48 = (242)(2?—2z+4) = (24+2)((¢—1)?+3) =0« 2z = =2 oder (z—1)? = -3
o z2=-2o0derz—1=+V3ioder z—1=—-V3i < 2= —2o0der z = 1+ V/3i oder
z=1—+/3i.
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ii)

Fiir z = 0 ist die gegebene Gleichung sicher nicht erfiillt. Ist z # 0, so gibt es (eindeutig
bestimmte) r > 0 und ¢ € [0,27) mit z = r(cos(¢) + isin(y)) (Polardarstellung). Nach
der Formel von Moivre gilt dann

2% = r%(cos(6¢) + isin(6y)).

Dies ist gleich —1 = 1 - (cos(7) + isin(7)) genau dann, wenn r% = 1 und 6¢ = 7 + 2k
fiir ein k € Z gilt, also genau dann, wenn r = 1 und ¢ = (2k + 1) fiir ein £ € Z ist. Die
Bedingung ¢ € [0,27) ist nur fiir £ € {0,1,...,5} erfiillt. Somit besitzt die Gleichung

2% = —1 genau die sechs (verschiedenen) Losungen
2k+1 2k+1
2k = COS ((—gh) + ¢sin ((—g)ﬂ-> fir k € {0,1,...,5}.

All diese Zahlen liegen in der komplexen Zahlenebene auf dem Einheitskreis.

0.5

L

0.0 ‘

0.7

T T T T 1T T T T 1 T T T T T T 11
-10 -0.3 00 0.5 10

iii) Zuerst bestimmen wir die Polardarstellung von 1 —i. Wegen |1 —i| = /12 + (—1)2 = /2
und arg(l —4) = 27 — T = IF lautet diese 1 —i = v/2 (cos (ZF) + isin (“F)). Daher gilt
2> = 1 — i genau dann, wenn [2° = /2 und 5Sarg(z) = T + 2k~ fiir ein k € Z gilt.
Wegen der Forderung arg(z) € [0,27) erhalten wir genau die 5 Losungen z; € C mit
|z = 216 und arg(z) = 25 4+ 27 also z, = 210 (cos(ZE + 25T 4+ isin(2F + 257)) fiir
ke {0,1,...,4}.

Aufgabe 2

a) Etwa folgende Folgen erfiillen das Verlangte:

b)

i)
ii)
iii)

iv)

i)

(an)neny mit a, =7+ (—1)" -6 fur alle n € N.
(bn)nen mit b, = 0 fiir gerade n und b, = n fiir ungerade n.
(Cn)nen mit ¢, = (—1)"n fiir alle n € N.
(dn)nen mit dy, = 2009 + S fiir alle n € N.
Offenbar gilt
agk = (14 (=)™ = 1+ )* =22 fir alle k € N.

Also ist (an)nen nicht nach oben beschrénkt. Weiter gilt

agke1 = (1+ (D) — (1 —1)%+1 =0 fiir alle k € N.

Damit ist 0 ein Hiufungspunkt der Folge. Weitere Haufungspunkte gibt es nicht, denn
zu jedem anderen Punkt kann man eine so kleine Umgebung wéhlen, dass nur endlich
viele Folgeglieder a,, in ihr liegen.



ii) Wegen azp, = 1+1/23% — 1, a3,1 =2 — 2und agg_o =2+ 1+ 1/(3k —2) — 3 fiir
k — oo ergeben sich hier die drei Haufungspunkte 1, 2 und 3. Weitere Haufungspunkte
gibt es nicht (Warum?).

Aufgabe 3

2n  _ _2
n+1 1+

a) Wegen a, = vermuten wir, dass (an)nen fiir n — oo gegen 2 konvergiert.

1
n

Fiir jedes n € N ist

2n —2(n+1) 2
—-2| = = .
[n | n+1 ’ n+1
Daher ergibt sich
2 2
lap, —2|<e & —<e & n>--1
n+1 €

Sei € > 0 beliebig. Wihle N € N mit N > g — 1. Wie eben gesehen, gilt dann |a,, — 2| < ¢ fiir
alle n € N mit n > N. Also konvergiert (a,)nen gegen 2.

Ist e = 10719, so kann man beispielsweise N =2-10'° >2.1010 -1 = % — 1 nehmen. Damit
gilt |a, — 2| < 10710 fiir alle n € N mit n > 2- 1010,

b) i) In Aufgabe 4 e) wird gezeigt, dass vn+1 — y/n — 0 fir n — oo gilt. Die Folge
(an)nen := (V/n)nen erfiillt also die Voraussetzung i). Allerdings ist (a,)nen divergent.
(Die harmonische Reihe wére ein weiteres Gegenbeispiel.)
ii) Definitionsgemf konvergiert eine Folge (ay)nen gegen den Grenzwert a € C, falls es zu
jedem € > 0 ein N € N so gibt, dass |a, —a| < € fur alle n € N mit n > N gilt.

Die Folge (an)nen geniige der Voraussetzung ii). Wir behaupten, dass dann (ay)nen
gegen 0 konvergiert. Denn:

Sei € > 0. Setze € := /£/2. Nach Voraussetzung ii) existiert zu diesem € > 0 ein N so,
dass fiir alle n > N stets |a, — 0] = |a,| < 2% = £ ist. Gem#B Definition bedeutet dies,
dass (an)nen konvergiert und zwar gegen 0.

iii) Sei etwa (an)neny = ((—1)")nen. Wegen |ay, + any1| = 0 fiir alle n € N ist die Bedingung
iii) erfiillt. Die Folge (ap)nen divergiert jedoch.
Aufgabe 4
a) Diese Folge ist konvergent, denn es gilt

n*+3n—-4  1/n+3/n?—4/n® 10 0+0-0
L+nZ2+4n3  1/n3+1/n+4 0+0+4

b) Wegen ag, =1+ i — 1 (k— o00) und agg41 = -1+ Tlﬂ — —1 (k — o0) besitzt die Folge
(an)nen die zwei verschiedenen Haufungspunkte 1 und —1. Daher ist (ay,)nen divergent.

c) Mit der bekannten Formel Y ;" k = m(";H), m € N, ergibt sich fiir jedes n € N

2 n2

n
| n(n?+1) 1-(1+n7?)
S DD I T
k=1 k=1
. _9 . . . _ 1.(140) _ 1
Wegen lim;, oo n™= = 0 folgt mit den Grenzwertsétzen lim;, .o a, = —5— = 3.

d) Fiir jedes n € N gilt

W= @VnE3)?  (Ve(243/vn)? _ n-(243/vn)* _ (2+3/vn)?
AR A S E ST R e R YR ER E RS YR TER
Wegen 2 +3/y/n — 2 und 3 —|2— 2//n — 3 # 0 fiir n — oo konvergiert die Folge (ay,)nen nach

2 _ 4
33 T 2T

den Grenzwertsétzen gegen



e) Mit Hilfe der binomischen Formel (a—b)(a+b) = a®? —b?, a,b € R, erhilt man fiir jedes n € N

B B (S B n'\/n—i—l—l—\/ﬁ_ n+1l-n 1
e O D= sy by s iy Vo oy

Wegen |m| < ﬁ — 0 fiir n — oo folgt lim,, 00 an = 0.

f) Der binomische Lehrsatz liefert fiir jedes n € N

42
42 42
(1—|—n)42_2<k>nk—ao+a1n+...+a4gn42, wobel  «y 1= <k>
k=0

Wegen ayo = (g) = 1 ergibt sich (1 +n)*? —n*? = ayg + a1n + ... + agn*!. Folglich ist

ag +anm+...+ a40n40 + a41n41
an = a1
n
Qg (051 Q40 n—oo 42 42

Aufgabe 5

a) Wir erinnern uns zunéchst an die Definition einer Teilfolge: Sei (ay, )nen eine Folge und (ng)xen
eine Folge in N mit ny < ng < n3 < .... Ist by := ay, fiir jedes k € N gesetzt, dann heifit
(bk)keN Teilfolge von (an)neN.

Es sei (an)nen eine konvergente Folge mit lim, o a, =: @ und (an, )ken eine Teilfolge von
(an)nen. Wir zeigen, dass (an, )ren konvergiert und klim an, = a gilt.
—00

Sei dazu € > 0. Wegen a,, — a fiir n — oo existiert ein N € N mit |a, —a| < ¢ fiir allen > N.
Wegen nq < ng < ... existiert ein K € N mit nxg > N. Fir alle £k € N mit £ > K ist dann
ng = ni > N. Deshalb gilt |a,, — a| < ¢ fiir alle k£ > K, d.h. (ap, )ken konvergiert gegen a.

b) Die Folge (an)nen besitze eine divergente Teilfolge. Zu zeigen ist, dass dann (ay, )nen divergent
ist. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Annahme: (a,)nen konvergiert. Dann konvergiert
laut a) jede Teilfolge von (an)nen. Dies widerspricht der Voraussetzung, dass (an)nen eine
divergente Teilfolge besitzt. Also ist die Annahme falsch und (ay),en divergent.

Aufgabe 6

a) Sei (ap)nen eine Folge. Im allgemeinen folgt aus der Konvergenz von (agg)ken und (agx+1)ken
nicht die Konvergenz von (an)nen-.

Ist etwa die Folge (ay)nen gegeben durch a,, = (—1)™. Dann sind agr, = 1 und aggrq = —1 fiir
jedes k € N. Daher konvergieren die beiden Teilfolgen (agy)ren und (aggt1)gen fir & — oo.
Jedoch ist (an)nen divergent, weil (ay,)nen die zwei verschiedenen Haufungspunkte —1 und 1
besitzt.

b) Sei (an)nen eine Folge. Behauptung:

(an) konvergiert gegen a < (agx) und (agyy1) konvergieren mit klim o = @ = klim Akt 1 -
— 00 — 00

“=": Die Folge (an)nen konvergiere gegen a. Geméfl 5 a) konvergiert dann auch jede Teil-
folge von (a,,) gegen den selben Grenzwert. Insbesondere trifft dies auf die beiden Teilfolgen
(azk)ken und (azg+1)ken 2u.

“<”: Nun seien die beiden Teilfolgen (agx)ren und (agk+1)ken konvergent und es gelte
klggo Qo = a = klirglo aok11. Zu zeigen ist, dass (an)nen gegen a konvergiert.



Sei dazu € > 0. Wegen agr — a fiir K — oo gibt es ein K7 € N mit
lagy, — al < ¢ fiir alle £ € N mit k£ > Kj,

woraus
|am —al < e fiir alle geraden m € N mit m > 2K,

folgt. Wegen asgg+1 — a fiir £ — oo gibt es ein Ky € N mit
lagk+1 —al < e fiir alle K € N mit k& > Ko,

woraus
lam —al < e fiir alle ungeraden m € N mit m > 2Ky +1

folgt. Demnach gilt fiir alle m € N mit m > max{2K;,2K, + 1}
lam — a| < e,

d.h. (an)nen konvergiert und zwar gegen a.

Aufgabe 7

1-(1-3)°

—(1-7)
Aufgabe 3 a) vom 3. Ubungsblatt mlt n=5undqg=1-— 7) um und verwenden im Anschluss
1 — 0 (n — oo) sowie die Grenzwertsétze

1 L) ISVRY () BN (R I (I I (M)

n—oo

a) Zunichst formen wir den Ausdruck mit Hilfe der geometrischen Summenformel (vgl.

T 1+ 1+124+13+1% =5,

b) Fiir jedes n € N ist

3 +(3+4’) falls n = 2k fiir ein k € N,
an =
vn+vn—+/n fallsn=2k+1 fir ein k € NU{0}.

Es gilt |3+4Z = L3 +4i| = £V32+42 = 1 und |2 = |2 < (3)" fiir alle n € N.
Wegen ()™ — 0 fiir n — oo folgt (352)" — 0 fiir n — 00, so dass sich limy, o 5+ (35)" = 1

3+4z‘)2k _1

ergibt. Nach Aufgabe 5 a) ist dann auch limy_.o 5 + (35 = 5.

Fiir jedes n € N gilt

Y I Y sy SRV R e N Rt
tvn f‘( tvn f) Vntvn+yn Jn+Jn+vn
v _ Vi
n(l+1/vn)+vn Vn-/1+1//n+/n
1

N ESYN A

Aufgrund von lim,, o 1/y/n = 0 folgt nach den Grenzwertsétzen

1 1
lim \/n++vn —vn
n—oo

T VIr0+1 2
Nach Aufgabe 5 a) ist damit auch limg_, \/2k: +14+V2k+1—V2k+1= l

Die Folge (an)nen besitzt somlt die beiden konvergenten Teilfolgen (asx)ren und (agk+1)keN-
Ferner gilt limy o0 aor, = 5 = limg_. o aggy1. Daher liefert Aufgabe 6 b), dass (a,)nen gegen
5 konverglert




Aufgabe 8

a) Dain S zwei Widerstinde R in Reihe geschaltet sind, ist W7 = 2R.
Fiir n > 2 sieht die Schaltung S,, folgendermaflen aus:

Widerstand W,,_1

Widerstand R

Da die Widerstéinde R und W,,_; parallel geschaltet sind, gilt

l 1 1 o RWn—l
R R + Wh-1 '

_1 i
R R - Wn—l

R und R sind in Reihe geschaltet, daher ergibt sich fiir den Gesamtwiderstand von S,

~ RW,,_1
Wpo=R4+R=R+ —+—~—.
* + R+ W,_1
Zusammen haben wir
RW;, 4 ;
Wi =2R Wo,=R+——"—— f N\ {1}
\= 2R, f s frneN\(1)

b) Die Folge (an)nen mit a,, := W), /R ist gegeben durch

QA — ..
a; = 2, an:1+#anl,1 fir n € N\ {1}.

Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass %(1 +5) < a, <2 fiir alle n € N gilt.

IA: Wegen a; = 2 ist 2(1 ++/5) < a, < 2 fiir n = 1 erfiillt. Dabei beachte man, dass aus
V5 < 3 die Giiltigkeit der Ungleichung (1 4+ v/5) < 3(1 4 3) = 2 folgt.

IS: Sei n € N. Fiir dieses n gelte 2(1+ v/5) < a,, < 2 (IV). Dann folgt einerseits

1 v 1 1 5 3—+H
anp =14 7 =1 > =1 +v5 3-v5
+an a‘f‘ m‘f’ 3+\/§ 3—\/5
-2+2V5 1 1
— 1S TEVe _Z 4 V5
+ 9-5 2+2f
und andererseits
an, 1 v 1 2 9
R A s T e A
AuBerdem ist (a,,)neny monoton fallend, denn fiir alle n € N gilt
an l+an+a, —an(14+a,) —a+a,+1
—a =1 P -
Ont1 = Gn +1—|—an " 1+ apy 1+ay,
1+v5 1-V5b
__lanm T = ) da a, > /5,
1+ay



c) (an)nen ist als beschrinkte und monoton fallende Folge konvergent. Aus

%w1=1+1iln fiir alle n € N
folgt fiir den Grenzwert a := lim a, nach den Grenzwertsitzen (Man beachte lim ap41 = a.)
n—00 n—00
a
a=14+— & —d’4+a+1=0 & a:% oder azl;g/g.

1+a

Wegen a,, > 1‘*'2—\/5 fiir alle n € N muss auch auch a > 1+—2‘/5 gelten. Deshalb ist a = 1+2

1S

Aufgabe 9

Definiere a,, := (1 + %)" Zu zeigen ist a, < anpa1 fir jedes n € N. Dies ist dquivalent zu

1\" 1 n+1 1\ " 92 n+1
1+—) <1+ — nt < nt
n n+1 n n+1
2\ " n
(n+1) <n—i—2 PN n(n +2) >n+1.
n(n +2) n+1 (n+1)2 n+2
Die letzte Ungleichung gilt: Die Bernoullische Ungleichung liefert ndmlich

(655) - () -(-mw)

und wegen (n +1)2 =n2 +2n+1 > n? + 2n = n(n + 2) folgt

21_L:1_L:n+1'
n(n + 2) n+2 n+2

Sei by, = (1+ %)”“. Zu zeigen ist b, = b,y fir jedes n € N. Wir formen die Aussage b, > by41
dquivalent um:

1 n+1 1 n+2 n+1 n+1 n+2 n+2
14— > (1 — >
(+3) = (s) = () =(5)
1 n+1
(n+1)2\""" _n+2 1 n+ 2
— (L > = (1+ —— > =
<n(n—|—2) n+1 +n(n+2) n+1

Um die letzte Ungleichung zu zeigen, verwenden wir wieder die Bernoullische Ungleichung und
(n+1)? > n(n +2):

1 "+1> n+1 S n+1 1 n-+2
)

( +n(n+2 n(n + 2) +(n+1)2 +n+1 n+1
Aufgabe 10 (P)

a) Gegeben seien 0 < ¢ < 1 und eine Folge (ay)penuqoy mit [ant1—an| < ¢" fiir jedes n € NU{0}.
Beh.: (an)nenuqoy ist eine Cauchy-Folge.
Wir zeigen zunéchst: Ve >0 IN €N Vn > N VEe NU{0}: |antr —an| <e.
Fiir beliebige k,n € NU {0} gilt

k—2 k—2
Anik — Qn = Ontk + ( § an+j+1> - < E an+l+1) — Qn
=0

=0
k—2 k-1
Ji=l+1
=" gk (Dt ) = (D anys ) —an
=0 j=1

k—1 k—1 —1
= <Z an+j+1> - <Z an+j> =D _(anyjr1 — anygy).- (1)
=0 0 0

i= ‘

<

7



b)

Hieraus ergibt sich unter Verwendung der Dreiecksungleichung und der geometrischen Sum-
menformel
k—

|an+k - an| < Z |an+j+1 - an+j| < q =q qj =q
= =0 =0

H
T
L
T
L

k
nl_q <qn 1
1—¢ ' 1—¢

<

Sei nun € > 0 beliebig. Wegen 0 < ¢ < 1 konvergiert die Folge (%)%N gegen 0, daher finden

wir ein IV € N so, dass |1an(1 - 0| = lq—_nq < ¢ fiir alle n € N mit n > N gilt. Demzufolge ist

lantk —an| <€ fiir alle n > N und k£ € NU {0}. (2)

Hieraus folgt
|am —an| <€ fiir alle m,n € N mit m,n > N.

Denn: Seien m,n € N mit m,n > N beliebig. Ohne Einschriankung sei m > n. Dann ist
k:=m —n € NU{0} und nach (2) ergibt sich |a,, — an| = |antr — an| < e.

Die Folge (an)nenuqoy sei rekursiv definiert durch

1
ag = O’ ay = 1’ Ap41 = §(an + an_l) ful" n e N

Wir berechnen die ersten Folgeglieder

1( + a) 1 1( +ap) 3 5 11
as==(a14+ay) ==, a3=—-(ae+a1)=-, as=—-, as=—
2 9 1 0 2 ) 3 2 2 1 4 ; 4 ] ) 5 16
und bilden die Differenz von je zwei Folgegliedern
_1 1 1 1 1
ar—a =1, a—a= 97 as a2_4, a4 — az = g’ as a4—16-

Wir vermuten a,41 — a, = (—3)" fiir alle n € NU{0}. Dies bestétigen wir per Induktion:
IA: n = 0. Dies haben wir eben gesehen.

IS: Sei n € NU {0}. Fiir dieses n gelte a1 — a, = (—3)". Dann folgt

1 1 v 1 1 1
On+2 — Opyl = 5(an+1 +an) — ang1 = _§(an+1 —an) = —5(—5)n = (‘5)"“-
Somit sind die Voraussetzungen aus a) (z.B. mit ¢ = 3) erfiillt. Danach ist (an)nenuio}

eine Cauchy-Folge in R, das Cauchysche Konvergenzkriterium liefert ihre Konvergenz. Sei
a := lim,,_, o a,. Bilden wir in der Rekursionsformel von (a,) den Limes n — 0o, so erhalten
wir unter Beachtung von limy,_,o @, = limy, 00 Gpy1 = limy o0 an—1 = a

1
a:§(a+a) & a=a.

Hieraus kénnen wir keine Informationen iiber den Grenzwert a gewinnen.

Zur Bestimmung von a betrachten wir (1) mit n = 0, setzen dann aj41 —a; = (—%)J ein und
verwenden im Anschluss die geometrische Summenformel

gty k-1 1\k
= 1y _1-(=g9)" _2 1
o "= g = Y e ) = Y(—5) = o s = 50 ()Y
Jj=0 7=0 2
Wegen (_%)k — 0 fur k — O fOlgt khm ap = %
—00
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