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Aufgabe 1
a) Fiir jedes n € N gilt

3=3V3"<a,< VY3 +3n=12.3n=3. V2.

Wegen /2 — 1 (n — o00) folgt lim a, = 3.

n—oo

Bemerkung: Analog lisst sich fiir alle a,b > 0 zeigen: lim,,_,~, V/a™ + b® = max{a, b}.

b) Sei a > 0. Fiir jedes n € N erhalten wir

n n 2n a2n -1

a®*—a " l—a"
a*+a"  1+a 2" a2 417

an =
1. Fall: a € (0,1). Aufgrund von a? € (0,1) ist a®® = (a®)" — 0 (n — o0), woraus

i . -1 0—-1
nl—{goan_nl—{goagn—l-l_o—i-l_

folgt.
2. Fall: a = 1. Hier ergibt sich a,, = 0 fiir alle n € N, so dass lim,, . a,, = 0 ist.
3. Fall: a € (1,00). Wegen a? > 1 ist 0 < 25 < 1. Daher gilt a=" = ()" — 0 (n — o0) und

, . 1—a™ 1-0
lim a, = lim = =1
n—00 n—oo | + a—2n 1+0

Bemerkung: Man kann auch mit Hilfe folgender Darstellungen argumentieren

a+a " —2a7" 2a" 2
aTL = o — = —
a” +a " am” + a=" a?n +1
oder
—a" —a "+ 2a" 1 2a™ 4 2
an = =— =— .
n a” 4+ aq=" a” +q—"n 14 qg2n

c) Fiir jedes n € N ist

(-2 by

n—1 n—1 n—1
Wegen
1 n 1 n—1 1
lim<1—|— ) :hm(1+ ) -(1+ )ze-1
n—o0 n—1 n—o0 n—1 n—1
folgt
lim a, = -
n—oo e
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d) Bekanntlich konvergiert (1—1—%)’” fiir m — oo streng monoton wachsend gegen e. Insbesondere
hat man also die Abschitzung (1 + %)m < e fiir alle m € N und erhélt

I R

Offensichtlich gilt zudem a, > 1, und damit ist die Konvergenz a,, — 1 bewiesen.

e) Aus der Konvergenz von x,, := (14 %)” gegen e folgt, dass auch die Teilfolge (xy, xok, T3k, - - . )
gegen diesen Grenzwert konvergiert, dass also z,, — e fiir n — oo gilt. Somit ergibt sich

1\" N
(s I [ N e N
f) Auch die Teilfolge (14, T24k,...) von (z,) konvergiert gegen e, und man erhélt

1\ 1 \VF e ;
Ay = 1+n—i—k = Tptk " 1+n+]<; e-17"=e.

Aufgabe 2

Vorbemerkung: In den Teilaufgaben a), ¢), d) verwenden wir das folgende Resultat: Sei p € N und
(bn)nen eine reelle Folge mit b, > 0 fiir alle n € N. Gilt b, — b, so ist auch {/b,, — Yo fiir n — oo.

Beweis: Wir stellen zunéchst fest, dass fiir alle y > 2 > 0 gilt ¢y — /= < ¢y — x. Der binomische
Lehrsatz liefert ndmlich

p—1
W=z + o) =@y—ap+) (Z)(W)k(%)p’“+(€/5)p >y.

Wir erhalten somit | /b, — ¥/b| < &/|bn — b| fiir jedes n € N. Setzen wir ¢, := |b, — b, so gilt ¢, — 0
und es reicht, {/> — 0 zu zeigen. Wegen ¢,, — 0 finden wir zu jedem € > 0 ein N = N(¢) € N mit
< eP fiir alle n > N. Es gilt dann 0 < y/c, < ¢ fiir alle n > N, d.h. lim,, . ¢/¢, = 0.
a) Firalle n € N gilt
(V)3 = W <ap < Von= 6 Vn=(V6)/> (VYn)/3.
Aufgrund von Yn — 1und V6 — 1 fiir n — oo folgt

lim a, =1.
n—oo

b) Fiir jedes feste p € N gilt

lim a, = lim Vn? = lim (Vn)? = (lim Vn)P =17 =1.

n—oo n—oo n—oo n—oo

c) Wir verwenden das Resultat aus Aufgabe 3 b) vom 3. Ubungsblatt mit m = 3

w

-1
W= = (u—v)Y W3R = (u—v)(u? + uv +0?) (u,v € R). (%)
0

e
Il



Sind v = v/n% 4 6n und v = v/nb + 6, so gilt

an =n’(u—v) ®) 3 u? — v 3 (n® +6n) — (n° +6)

W rw o (nS +61)2/3 + (n® + 6n)Y/3(né + 6)1/3 + (nb + 6)2/3

3 6n — 6

" (nS(1 4 6/n5))2/3 + (n8(1 + 6/n2))1/3(n8(1 + 6/n5)) /3 + (n6(1 + 6/nb))2/3
6n* — 6n3
- nt(1+ 6/n%)2/3 + n2(1 4 6/n5)1/3 n2(1 + 6/n8)1/3 + n*(1 + 6/nb)2/3
6—6/n

(146/n%)2/3 4+ (14 6/n5)Y/3(1 + 6/n%)1/3 + (1 + 6/nb)2/3

n—00 6—-0
12/3 1 11/3 . 11/3 4+ 12/3

=2.

Damit ist die Folge (a,)nen konvergent mit Grenzwert 2.

d) Wir verwenden

m—1
u™ — 0™ = (u—v) u

k=0

Rk — (u— o) (0™ ™ 4 w™ T2 ™)

fir m = 10. Setzen wir by, := V1 +3n—4+n=9, so gilt fir allen € N

pl0 _ 110 nt (304 + n9) 3+n"

4 4
= b —1 = . = == .
ey iy vt -y Sl By By g

Wegen b,, — 1 folgt a, — 1% (n — 00).

Aufgabe 3

a) Esseien (an)neny = ((—=1)")neny und (by)neny = (1)nen-
Dann ist (ay) beschrankt und (by,) konvergent. Jedoch konvergiert die Folge (¢p)nen mit
Cp i= ap - by = (—1)" nicht.

b) Nun seien (a,)pen eine beschrinkte und (b,)nen eine Nullfolge. Behauptet wird, dass die
Folge (¢p)nen mit ¢, := a, - by, gegen 0 konvergiert.

Da (ay) beschrénkt ist, existiert eine Konstante K > 0 so, dass |a,| < K fur alle n € N gilt.
Deshalb ergibt sich fiir jedes n € N

len| = lan - bn| = [an| - [bn| < Kby

Wegen b,, — 0 konvergiert auch K |b,| — 0 fiir n — oo. Daher folgt ¢, — 0 fiir n — co.

Aufgabe 4

Wir zeigen zunéichst mit vollstédndiger Induktion, dass 0 < a,, < 1 fiir alle n € N gilt.
Induktionsanfang: Nach Voraussetzung ist 0 < a < 1. Daher gilt a; := 2a € (0,3) C (0,1).
Induktionsschluss: Sei n € N. Es gelte 0 < a,, < 1 (IV).

Es ist ap41 = 3(a+a2) > 3a > 0 (dazu brauchen wir die Induktionsvoraussetzung gar nicht). Aus
0 < a, < 1 folgt a2 < 1 und damit

an1 = 3(a+a2) < 3a+1) <i(1+1)=1

Nun zeigen wir mittels vollstdndiger Induktion, dass ap+1 — a,, > 0 fiir alle n € N gilt.
Induktionsanfang: Es ist ay — a1 = 3(a 4+ a}) — 3a = 3a} = a® > 0.



Induktionsschluss: Sei n € N. Es gelte a,+1 — a, > 0 (IV). Dann folgt

An+2 — Gp41 = %(a + ai-ﬁ-l) - %(a + a%) = %(a%_,_l - a%) = % (@ny1 — an) (Gny1 +an) = 0.

>0 nach IV >0

Da (ay) monoton wichst und nach oben durch 1 beschrénkt ist, konvergiert die Folge gegen einen
gewissen Grenzwert ¢ < 1. Diesen erhalten wir, indem wir in der Gleichung an41 = %(a + a2) den
Grenziibergang n — oo durchfiihren. Dies liefert

c:%(a—i—cz), also ¢ —2c+a=0, d.h. ci2=1+V1—a.

Da uns bereits ¢ < 1 bekannt ist, ergibt sich c =1 — /1 — a.

Aufgabe 5

Es sei x € R beliebig. Wir konstruieren die Folge (z,,)nen wie folgt: Fiir jedes n € N gilt z < x4+ %
Aus der Vorlesung ist bekannt, dass zwischen diesen beiden reellen Zahlen eine rationale Zahl liegt;
es gibt also ein x, € Q mit x < x, <z + %

n—

Wegen z < z, <z + % fiir alle n € N und « + % 2%, ¢ konvergiert (,)nen gegen .

Aufgabe 6

Mittels vollstéindiger Induktion zeigen wir zunéchst a,, > 0 und b,, > 0 fiir alle n € N.
TA: Essind a; =a > 0und b1 = b > 0.
IS: Sei n € N. Es gelte a,, > 0 und b, > 0 (IV). Dann ist

2a,b, IV
7‘L7‘L>

aAp+1 =
nt an + by,

1 v
und bpt1 = i(an +b,) > 0.

Hieraus folgt a, + b, > 0 fiir alle n € N. Damit ist sichergestellt, dass a,, + b, # 0 fiir alle n € N
gilt und die Folge (ay)nen wohldefiniert ist.

a) Um zu begriinden, dass die Folge der Intervalle ([ay,, by])nen eine Intervallschachtelung bildet,
miissen wir nachweisen:
i) an < by, fir alle n € N;
ii) (ap)nen ist monoton wachsend und (by,)nen ist monoton fallend;
i) limp—oo(by — an) = 0.
Zu i): Wir zeigen durch vollstindige Induktion a,, < by, fiir alle n € N.
IA: Nach Voraussetzung ist a1 = a < b = by.
IS: Sei n € N. Es gelte a,, < b, (IV). Dann folgt

2an,b,  (an + bn)? — 4anby ~ (an — bn)? I;/ 0
an + b, 2(an + by) "~ 2(an +by) '

1
bn+1 — Qp+1 = i(an + bn) -

Zu ii): Wegen
An+1 . an i an

< —
(7% an + bn bn + bn

ist (an)neny monoton wachsend. Die Folge (by,)nen féllt monoton, denn

1 fir allen € N

i)

1 1
bn+1—bnzi(an—i—bn)—bn:i(an—bn) <0 fiir alle n € N.

Zu iii): Nach i) und ii) gilt fiir jedes n € N

a=a1<as<...<ap<b, <bp_1 <...<by =0



Also sind (ap,)nen und (by)nen beschrankt mit a < a, < b und a < by, < b fiir alle n € N. Da
beide Folgen iiberdies monoton sind, existieren nach dem Monotoniekriterium (vgl. Satz 7

in 7.5) die Grenzwerte g; := lim, o a, und g := lim, .o b,. Durch den Grenziibergang
n — oo in der Rekursionsformel fiir (b,,) ergibt sich die Gleichung
1

92:5(91-%92) <  g1=92-

b) Wir zeigen per vollstédndiger Induktion, dass a,b, = ab fiir alle n € N gilt.
TIA: Fiir n = 1 ist nach Definition a,b,, = ab erfiillt.
IS: Sei n € N. Es gelte anb, = ab (IV). Dann folgt mit den Rekursionsformeln
2a,b 1 v
ant1bpp1 = an _T_ Zn : §(an + bn) = apb, = ab.
Wegen a,b,, = ab fiir alle n € N ergibt sich
lim a,b, = ab.
n—oo
Andererseits ist nach den Grenzwertsitzen
lim apb, = (lim a,) - (lim b,) = g192 2) g,
n—oo n—oo n—oo
so dass g? = ab folgt. Da aufgrund von a,, > 0 fiir alle n € N auch g; > 0 gilt, ist g1 = Vab.
Zusammenfassend erhalten wir
lim a, = lim b, = \/%,
n—oo n—oo
so dass die Zahl v/ab durch die Intervallschachtelung bestimmt wird.
Aufgabe 7

a)

b)

Fiir jedes k € N gilt
(=271 1 (=2 1 (2% 1 ( 8)’“

32%k+1 T g 32k ‘__6'4zﬁﬁf"__6' 9

Daher ergibt sich mit Hilfe der geometrischen Summenformel fiir jedes n € N

_ g (_Q)Sk_l . 1 & 8 k’_ 11& 8\ k _ 1 _1_(_8/9)n+1
=3 g = 5 () ——6[2(—9) —1]——6 1(8/9)_1].

Wegen |— 8/9| < 1 ist (=8/9)"*! — 0 (n — o0). Also konvergiert (s,) gegen

i 8”2_1[1_0_1]:_1

9 my 4
9+8 17| 51°

n—00 6|1—(—=8/9) 6

Fiir jedes n € N gilt

n

Lk " k4+1-1 1 1 1 1 oo
n = _— = _— = _— :——7—>1
=D (k+1)! kzzo (k+1)! kz <k! (k+1)!> o (n+ 1)

k=0 =0

Folglich konvergiert die Reihe >~77 ﬁ und hat den Wert 1.

Nach dem binomischen Satz gilt fiir jedes m € NU {0}
Tom\ (IR NS m (N e 1\ N\ /3\"
206 =) )6 =) () = ()
k=0 k=0

Wir haben also eine geometrische Reihe vor uns; wegen \%] < 1 ist sie konvergent und hat

den Wert
= /3\" 1
2 = =4.
>(3) -1

n=0




Aufgabe 8

Nach Definition von e und o, gilt fiir jedes n € N

Z 1 1 1 + 1 n 1 n
e — = _— = —
on k:nﬂk! A \n+l (m+tl)n+2)  (n+l)n+2)(n+3)
1 geomRelhel 1 1 /n+1 1
- (1) == 1) = :
n‘Z (n+ 1)k n‘(l— ) n!( n > n-n!’

n+1
damit ist die Abschiatzung von ¢, nach unten gezeigt. Weiter gilt
€= 0n= Z kv )
k=n+1

womit auch die Abschitzung nach oben bewiesen ist.

Aufgabe 9 (P)

Zunichst betrachten wir den Fall ¢ = 0. Zu jedem £ > 0 miissen wir ein ng € N so finden, dass
1L(a1 4+ +ay)| < e fiir alle n > ng gilt.
Sei also € > 0 beliebig. Wegen a,, — 0 existiert ein m € N mit

lan| < % fiir alle n > m. (+)

Mit diesem festen m gilt dann
?’L*)OO
. Z ap ===

denn die hier auftretende Summe ist von n unabhanglg. Aus dieser Konvergenz folgt wiederum,
dass ein nq € N existiert mit

% fir allen > ny . (k)

m
Zak <

k=1

SHE

Setzen wir ng := max{m,nj }, so gilt fiir alle n > ny wegen der Dreiecksungleichung

D a| <= ar|+ ‘ > a Hzak + > lail

k=1 k=1 k=m-+1 k=1 k=m+1

SRS

SERS

und wegen n > ng und (xx) sowie n > m und (x) folgt
1 < ¢

€ e le~c¢ E n €
<5tn 2 5<3t,2375 T =
k=m+1 k=1

Damit ist die Behauptung im Falle ¢ = 0 bewiesen. Ist a # 0, dann betrachtet man die Folge
by := a — a,. Wegen b, — 0 folgt mit dem schon Bewiesenen

AT
= Kk —
und wegen
1« 1 « 1 «
hl b — — _ —a-_ =
D SUTED SURRAETIES 30
k=1 k=1 k=1

impliziert dies %(al + -+ +ay) — a, so dass auch der allgemeine Fall erledigt ist.
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