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Aufgabe 1

a)

b)

d)

f)

Die Bernoullische Ungleichung liefert 2" = (1 4+ 1)" > 14+ n > n fiir alle n € N, d. h. es ist
stets {/n < 2. Somit ergibt sich fiir alle n € N

vn
f<

n!

Bekanntlich konvergiert > /1 (mit Reihenwert e), also ist auch >0 ; b, konvergent, und

-, % folgt mit dem Majorantenkriterium.

die absolute Konvergenz der Reihe )
Es gilt
1+n? —n? 1 1 1
V1+nZ—n= = > =5 = =0,
Vi+n?+n V14+n?P4+n  Vin2i4n 30 "

und da die Reihe iiber ¢, divergiert, gilt dies nach dem Minorantenkriterium auch fiir die zu
untersuchende Reihe.

6

ZZOZO(%)” ist also eine konvergente Majorante von > oo | (5 + %) . Nach dem Majorantenkri-

terium ist >_o° (3 + )™ absolut konvergent.

Firallen >3 gilt 1 + 2 < 1+ % = 2 und daher (3 + )" < (%)" Die geometrische Reihe
oo n
n—=

Ist a, := E;—;L); gesetzt, so gilt fiir alle n € N

(n+ 1)1 2n)!] (n+1)2 B (1+1/n)? n—oo (14 0)?

Gn+41
an

(2(n+1))! (n!)? 2n+2)2n+1) (2+2/n)(2+1/n) (240)(2+0)

Infolgedessen ist |a,11| < 3|a,| fiir fast alle n € N. Daher liefert das Quotientenkriterium die
absolute Konvergenz von Y > . ay.

Fir n € N schreiben wir a, := % = (—=1)"b, mit b, := m Die Folge (by)
konvergiert gegen 0. Ferner ist (b,) monoton fallend, denn fiir alle n € N gilt
b 3(n+ 1)+ (—1)"*H!
nsy e SMEDFED™ 4 L s G cmt e 33 9c1)
bn+1 3n + (-1)"

und die letzte Ungleichung ist offenkundig wahr. Nach dem Leibnizkriterium konvergiert
> (=1)"b,. Wegen

n=1

| 1 S 1 1

a = = = —

" 3n4+ (=17 3n+n  4n

und der Divergenz von Y 00 L ist S°°° | L eine divergente Minorante fiir }°° ; |a,|. Deshalb

ist > "7, ay nicht absolut konvergent.

Wir wissen, dass {/n ——— 1 gilt. Daher ist die Folge ({/n) beschrinkt, d.h. es gibt eine
Konstante C' so, dass {/n < C fiir alle n € N gilt. Hiermit erhalten wir
R P
ni/n - Cn’
Da die harmonische Reihe )7, % divergent ist, folgt die Divergenz der zu untersuchenden
Reihe aus dem Minorantenkriterium.
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Aufgabe 2

a)

b)

d)

Offenbar ist a; = 2 > 0. Fiir jedes n > 1 gilt wegen n > /n

1 (_1)n+1 1
n=—mt -l > —

1
NG n N
n—oo

Die Konvergenz von (ay,,) gegen 0 ist klar wegen 1/v/n > 0 und 1/n - 0.

> =0.

1 1
non

Fiir jedes N € N gilt

N N ooy g N Mg
sN::Z(—l)nan=Z<(\/% +n>zz(\/ﬁ) _ZE

n=1 n=1

oo (=D
n=1 n

, die nach dem Leibnizkri-
N (=)™ )
n=1 /n /NeN

oben beschrankt, d. h. es gibt eine Konstante C' mit 27]:[:1 (:/%n < C fiir alle N € N. Es folgt

Die erste Summe ist die N-te Partialsumme der Reihe

nach

terium konvergiert; insbesondere ist die Folge ihrer Partialsummen (Z

N
1
sNgC—Z— fiir jedes N € N.
n:ln

Aufgrund von Zgﬂ% — oo fir N — oo folgt sy N—eo, —o0, d.h. die gegebene Reihe
> (=1)"a,, ist tatséichlich divergent.

n=1
Das Leibnizkriterium ist nicht anwendbar, weil die Folge (ay) nicht monoton ist.
Offenbar gilt b, > 0 fiir alle n € N.
Zunéchst zum Quotientenkriterium: Fiir ungerades n € N gilt

n+1 1 3n+1

n—oo

boy _ (L™ w2 w2 ()
Gr A+q)P 2

b (41?2 (1-Dr (1)

Folglich gibt es kein 9 € (0, 1) mit b’{)—:l < ¢ fiir fast alle n € N.

Ferner ist 2241 > 1 fiir fast alle n € N nicht erfiillt, denn fiir gerade n € N ergibt sich

b
bn+1 . (1 B %)n—i_l n2 _ n2 (%)n—i_l _ 1 ]. n—oo 0
bn (n+1)2 1+Hr (m+1)2 () (1+1)2 2.3 :

Das Quotientenkriterium liefert somit keine Entscheidung.

Das Wurzelkriterium kann dennoch eine Entscheidung bringen, und so ist es in diesem Falle
tatséchlich. Fiir gerades n € N gilt ndmlich

i 3 oo 3
TUm2 (Wn)? 2’

d. h. es gilt /b, > 1 fiir unendlich viele n, und dies impliziert die Divergenz der Reihe.



Aufgabe 3
Wegen i* = (—1)2 = 1 gilt fiir alle m € N
4Am—3 - 4Am—2 _ _1’ Am—1 __ - -4m —1.

1 =1, 1

Folglich erhalten wir fiir jedes N € N

AN in N j4m—3 jAm—2 jAm—1 j4m
YL (et it
—n —\4m—=3 4m-—-2 4dm—1 4dm

m=1
_ (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—Z(T—§+5—?+—-~+m—m)+(Z—§+§—6+—-~+m—m>
2N 1 2N 1
=iy (=) —1)F .
DTG ) (D
k=1 k=1

Da (527)k bzw. (55)r monoton fallende Nullfolgen sind, konvergieren diese Summen fiir N — oo
nach dem Leibnizkriterium. Damit wissen wir: Wenn wir mit sy die N-te Partialsumme der zu
untersuchenden Reihe bezeichnen, dann konvergiert syn fiir N — oo. Fiir m € {1,2, 3} gilt

4N+m in N
S4N+m = S4N + Z — =7 lim S4N
n N—o0
n=4N+1
wegen [i"/n| = 1/n. Folglich konvergiert sy fir N — oo, d.h. die Reihe ) >, % konvergiert. Sie

oo 1

ist aber nicht absolut konvergent, weil die harmonische Reihe 37 | |2 | = 3% | L divergiert.

Aufgabe 4

a) Sei (ap)nen eine reelle Folge mit a1 < ay, und a,, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt:

o0 o0
Z a, konvergiert —= Z ok aqr konvergiert.
n=1 k=0

Beweis:

00
n=1

“=7:Sei > | an konvergent. Wir setzen b := )
zu zeigen, miissen wir begriinden, dass die Folge (si)xen 1= (leg(:o 2k agr) gen fiir K — oo
konvergiert. Da (a,) monoton fallend ist, gilt fiir jedes K € N

an. Um die Konvergenz von > 72 2¥aqx

} K-1
b > ai+as+(az+as)+(as+. . .+ag)+. . .+ (agx-1,1+. . . Fasx) > 2a1+a2+2a4+. 27 T agk .

Also ist s = a1 +2ag+4ag +. ..+ 28 asx < 2b fiir jedes K € N, d.h. (sx)gen ist beschrinkt.
Wegen a,, > 0 fiir alle n € N ist (sx)gen monoton wachsend.
Nach dem Monotoniekriterium ist (sx)xen konvergent, d.h. Y 7° o 2kay, konvergiert.

“<": Nun konvergiere >3 2¥aqs. Wir schreiben wie zuvor (sx)xen := (Zszo 2k gk ) e
Nach Voraussetzung ist (sx) konvergent, etwa sxg — s (K — 00).

Ist by = 22;1 an, fir N € N gesetazt, so gilt fir K € N mit 2 > N

bN:a1+a2+...+aN<a1+(a2—|—a3)+(a4—i—...—|—a7)+...+(a2x+...+a21<+171)
<a1+2a2+4a4—|—...+2Ka2K:8K<s.

Also ist (by) nach oben durch s beschrénkt. Da (by) iiberdies monoton wachsend ist, liefert
das Monotoniekriterium die Konvergenz von (by), d.h. >~>° , a,, konvergiert.



Setzt man statt der Monotonie nur a,, > 0 fiir alle n € N voraus, so ist die Aussage i.a. falsch.
Ist beispielsweise die Folge (a,)nen gegeben durch

o — 1/n  falls n = 2F fiir emkENU{O}
" 0 sonst

also (an) = (1,3,0,1,0,0,0, é,O 0,0,0,0,0,0, 116,...), dann konvergiert >°°0 | a, = > oo 27"

(geometrische Reihe) mit Wert 1—72 = 2, jedoch ist Y70 2%am = > 32, 1 divergent.
2

b) Seia € Q. Im Fall « <0 dlverglert die Reihe )77 | =,

Sei nun « > 0. Setze a,, := —~. Dann sind a,, > 0 und GZ% = ()" =1 - %—H) < 1 fur

alle n € N. Also geniigt (a,) den Voraussetzungen von Teil a). Dieser liefert

Z o= Z an, konvergent & Z 2ka2k = Z W = Z (F) konvergent
n=1 n=1 k=0 k=0 k=0

1
2041

weil (-5 )nen keine Nullfolge ist.

geom. Reihe
=

)<1 o a—1>0 < a>1

Aufgabe 5
Die Reihe

n+1

11111 =
V2B VA B VB =Y

n=1

=36
n=1
konvergiert nach dem Leibnizkriterium, weil (1/y/n) eine monoton fallende Nullfolge ist. Es gilt

+L_L+L+L_L+L+ 1 —L-l- _i< 1 + 1 1 ) (*)
BTttt T BT T A\ Vs Va1 V)
Fiir jedes n € N ist
1 n 1 1 S 1 1 1 L I (1 L) 1
Vin 3 Vin1 VI~ Vin  van vam v v V2/ n
Da > >, \F divergiert (vgl. Aufgabe 4 b)), ist (1 %) > ﬁ eine divergente Minorante fiir
die Reihe in (x).

Aufgabe 6
Sei ¢ € (0.1). Die geometrische Reihe >~>° ; ¢" ist absolut konvergent. Nach Satz 10 in 8.4 gilt
00 n o0
(15 - (50) -5 -2l g -2

Diese Reihe ist als Cauchyprodukt absolut konvergenter Reihen ebenfalls absolut konvergent. Indem
man das Cauchyprodukt dieser Reihe mit )7, ¢™ bildet, ergibt sich

() (Bo) () -E(Gevee)

n=0 n=0 k=0
Z( Zk+1)>BS B Z%n+1)(n+2)
n=0 k=0 n=0

Fiir die gegebene Reihe erhalten wir daher

00 2
Z(”+1)(”+2)qn:2< : ) '11 :(1_2q)3'

= 1—gq —q




Aufgabe 7

Zu n € NU {0} definiere a,, := % sowie by, = \/%-&-1 Die Reihe Y > (—1)"b, konvergiert

nach dem Leibnizkriterium, weil (b,,) eine monoton fallende Nullfolge ist (Nachweis der Monotonie:
1<2 = n+1<n+2 = 5 <745 = by < by fiir jedes n € N).
Fiir das Cauchyprodukt Y > ¢, der Reihe > >° ; a, mit sich selbst gilt

c :En:a a :Zn: (_1)nik . (_1)k :(_1)n§n: 1
e S o BV I R/ =k +1-VE+1

Mit
0<(Va— Vb2 =a-2V/avb+b & Vavb<i(a+b)  (fiir a,b>0)
folgt
‘Cn‘zz z 1 -
—Vn—k+1-VE+1 = sn—k+1+k+1) f=n+2
p— 2 1) 242
n+2 & n+2 1+2/n

Demnach ist (¢,) keine Nullfolge und damit ) 7, ¢, divergent.

Bemerkung: In dieser Aufgabe wurde ein Beispiel gegeben, dass das Cauchyprodukt zweier konver-
genter Reihen nicht konvergieren muss, wenn beide Reihen nicht absolut konvergieren.

Aufgabe 8

a) Wir ziehen das Wurzelkriterium zu Rate:

VI = s = 1

Damit wissen wir: Fiir |z| < 1 liegt Konvergenz vor, fiir |z| > 1 jedoch Divergenz. Untersuchen
wir noch den Fall |z| = 1: Dann gilt

"o
n?’

z

n?
d. h. die Konvergenz folgt mit dem Majorantenkriterium.

Insgesamt ergibt sich: Die Reihe konvergiert genau dann, wenn |z| < 1.
b) Diesmal verwenden wir das Quotientenkriterium: Fiir a,, := n! 2" gilt

n+ 1! |z|7H
= ( )12 =(n+1)z|.

nl|z|™

(n+41
an

Dieser Ausdruck strebt fiir z # 0 gegen oo, fiir z = 0 gegen 0. Also konvergiert die Reihe nur
fir z = 0.

c) Zunichst miissen wir die z von der Konkurrenz ausschlieBen, fiir die 22" = —1 fiir ein n
vorkommt. Alle derartigen z haben Betrag 1; fiir alle anderen z mit |z| = 1 gilt

n 2| 1 1 1

1+ 227 |1+227 7 14227 2

z
1+ 220

Die Reihenglieder bilden also keine Nullfolge, d.h. die Reihe kann fiir |z|] = 1 nicht konver-
gieren.



Nun sei r := |2| < 1. Wir haben |1 + 2*"| > 1 — |2?"| = 1 — r?" wegen der umgekehrten
Dreiecksungleichung. Also ist

n n n

< " < "
S l—p2n T ] — g2

2
1 4 22n

und mit dem Majorantenkriterium folgt Konvergenz.

Im Falle r > 1 verwenden wir |1 —1—22"] > 22 —1=7r2"—1. Wegen r 2n s oo fiir n — oo gibt
es ein N € N mit 2" > 2 fiir alle n > N. Fiir solche n ist dann 1 < 172" und wir erhalten
2" r’ rh 2 .
'1+22n T2”—1<r2n_%T2n:T7n::cn furn}N

Da y >° \ ¢, konvergiert, gilt dies wegen des Majorantenkriteriums auch fiir Y 2\ a,, wobei
an = 2" /(1 + 2°"). Dann konvergiert aber auch Y >, ay.

Insgesamt: Die Reihe konvergiert genau dann, wenn |z| # 1.

Aufgabe 9 (P)

oo 2
n= 1bn

a) Seien (ap)nen und (by)nen Folgen in R sowie > °° a2 und >
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt fiir alle N € N

N N 12 , N 1/2
Sleanal < (S2)(X)
n=1 n=1 n=1

Wegen der Konvergenz von Y oo ;a2 und Y o2 b2 ist die rechte Seite beschrinkt durch

nln

(3200 a2)/2(32%°  b2)1/2. Deshalb ist die Folge (3.N_, |anbn|) nen konvergent bzw. die Reihe

e
Y02 | anby, absolut konvergent. Hieraus ergibt sich die Konvergenz von > | anby,.

konvergent. Nach der

b) Aus der Konvergenz von » >° ;a2 und Y 7| 5 L folgt laut a) die Konvergenz von 3 °°

'rlln'

Aufgabe 10 (P)

Die Reihe Y 7, a, ist konvergent, also gilt a, — 0; da die Folge (ay) zudem monoton fillt, ist
> 0 fir alle n.
Nun sei € > 0 beliebig. Da die Reihe Y > | a, konvergiert, gibt es ein Ny € N mit

DI S 8

n=Np+1 n=1

Wegen a,, — 0 gilt auch Ny - a,, — 0 fiir n — oco. Somit existiert ein N1 € N mit | Ny - a,| < &/2 fiir
alle n > Nj. Damit ergibt sich fiir jedes N € N mit N > max{Ny, N1}

N
N-any =Ngy-an + ZaN Ny -ay + Zan<2+ Zan<2+§
n=No+1 n=Np+1 n=Np+1

(Bei der ersten Abschétzung benutzen wir, dass die Folge (a,) monoton fillt.)
Da e > 0 beliebig war, ist damit N - ay — 0 fiir N — oo bewiesen.

Die Voraussetzung a, > 0 statt der Monotonie geniigt nicht: Man betrachte das Beispiel

{ 1/n, falls n eine Zweierpotenz ist,
an =

0, sonst.

Die Reihe Y 07 | ay ist konvergent, weil Y 7o 2"“ konvergiert. Wenn n eine Zweierpotenz ist, gilt
jedoch n - a, = 1; die Folge (n - ay,) konverglert also nicht gegen 0.



Wiederholung: Konvergenz von Reihen

Definition: Sei (a,)nen eine Folge. Zu N € N setze sy := ZnNzl anp=a1+as+...+ay.

Die Folge (sny)nen heiBt (unendliche) Reihe und wird mit > > | a,, bezeichnet. Die Reihe Y > | ap
heifit konvergent, falls die Folge (sn)nen konvergiert. Ist Y >° | a,, konvergent, so heiBit limy_.oc sn
der Reihenwert von 2 | a, und wird bezeichnet durch

00 N
E ap := lim E a, = lim sy.
n=1 n=1

N—oco N—oo

Satz: Ist Zflozl an konvergent, so gilt lim,_, a, = 0.
D.h.: Ist (an)nen keine Nullfolge, so divergiert Y 2 | a,.

Die Reihe Y7 | ay, heifit absolut konvergent, falls > >° | |ay| konvergiert.

Satz:
o0 o0 (o] o0
Z a, absolut konvergent —- Z a, konvergent und es gilt Z an| < Z|an| .
n=1 n=1 n=1 n=1

Untersuchung von Reihen auf Konvergenz:
1) Berechne die Folge der Partialsummen (sy) und priife, ob (sy) konvergiert.

2) Benutze Konvergenzkriterien fiir Reihen:
Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen

Sei (by,) eine monoton fallende Folge mit b, — 0. Dann konvergiert 2, (—1)"b,.

Majoranten- und Minorantenkriterium
Seien (a,) und (b,) Folgen.

(1) Gilt |an| < by, fiir fast alle n € N und ist ) 7, b, konvergent, so ist >, a, absolut
konvergent.

(2) Gilt ap > b, > 0 fiir fast alle n € N und ist > 7 b, divergent, so ist auch » >°  a,
divergent.
Quotientenkriterium

Sei (ay) eine Folge mit a,, # 0 fiir fast alle n € N und ¢, := |GZ—:1| fiir n mit a,, # 0.

(1) Ist ¥ € (0,1) und gilt ¢, < 9 fiir fast alle n € N, so ist ) .~ | a,, absolut konvergent.

(2) Ist ¢, > 1 fiir fast alle n € N, so ist > ; a,, divergent.

Wurzelkriterium

Sei (ay,) eine Folge.

(1) Ist ¥ € (0,1) und gilt {/|a,| < 9 fiir fast alle n € N, so ist Y | a,, absolut konvergent.
(2) Ist {/|an| > 1 fiir unendlich viele n € N, so divergiert > > | ay.

Spezialfall, der bei der Untersuchung auf Konvergenz bzw. Divergenz meist ausreicht:

Fiir die Reihe > °° | a,, existiere lim, o || =: ¥ oder lim, o {/|a,| =: 9. Dann gilt:

n=1 an

Im Fall ¥ < 1 ist die Reihe > >° | a,, absolut konvergent.

Im Fall ¥ = 1 ist keine Aussage moglich.
Im Fall ¢ > 1 ist die Reihe > 7 a,, divergent.
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