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Aufgabe 1
a) Fir jedes z € R gilt
firx >0,
3 firr <0.
Nach Beispiel (3) in 13.4 ist f auf (0,00) differenzierbar mit f’(z) = 322, x > 0. Ebenso ist
f auf (—o0,0) differenzierbar mit f’( ) = =322, x < 0. Wegen

_ 3
lim M: lim - lim 22 =0
z—0+ z—0 x—0+ T x—0+
und 5
lim M = lim - lim —22 =0
z—0— x—0 z—0— I z—0—

ist lim,_.o f(xzz 0( ) =0, d.h. fist in 0 differenzierbar mit 1(0) =

Also ist f auf ganz R differenzierbar und es gilt

f’(w)—{&xz fir x > 0,

—3x2 firz<0.

b) Setzt man g(z) := 2% = €*'"% so0 ist f(z) = 29(*) = 9@ fiir jedes > 0. Anwenden von
Ketten- und Produktregel liefert zunéchst

Jd(x) ="M (znz) =2°(1 -Inz+z-271) = (1 +Inz)z® fiir jedes z > 0
und dann die Differenzierbarkeit von f auf ganz D mit
f’(m) — (@) lr””(g(a:) In x),
= z(*") (¢'(z)Inz + g(z)z™!) = (=) (1+z)z"nz+2"").

c) Wegen f(z) = (2%)% = 2% = "% Jiefert die Produkt- und Kettenregel die Differenzier-
barkeit von f auf ganz D mit

f(z) = e 1”(21‘ Inz+2?L) = m(’”2)aj(2lnx +1) = P (2Inz+1).

d) Als Komposition differenzierbarer Funktionen ist f auf D differenzierbar. Mit

f(x) = e(27)Inz + 6172~1n$ + e(z")In2 _ ee”c'l"2~11193 + e:n2~lna: + eeml'”‘-ln2
folgt fiir jedes x > 0
f(z) = eez‘ln2’1”(ln2 et ng 4 et n21Y) 4 er'lnx(Qa: Inz+2%L) + eezlm'lnz( (] Ing 4+ 21)n2)
= x(21)2x(ln2 ‘Inz+ 1)+ x(xQ)x(Q Inz+1) + 20 (1 + Inz)In 2.
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e) Mit der Produkt- und Kettenregel ergibt sich die Differenzierbarkeit von f auf ganz D sowie
fla) = (@2 +1)e” + (@2 + 1))
= 27e®” + (2® + 1)6"’35 -5zt = (52° + 52t + 21:)63”5 .
f) Auf (—3,1)\ {0} liefert die Produktregel die Differenzierbarkeit von f; es gilt
fl(z) = (% g(x) + 22¢ (2) = 229(x) + 224 (2) fiir alle 2 € (—3,1) \ {0}.
Auch in 0 ist f differenzierbar; es ergibt sich ndmlich fiir z # 0

f(x; : (])“(0) _ x29(? —0_ zg(z) Z=% 0

wegen der Beschriinktheit der Funktion g. Also ist f/(0) = 0.

Aufgabe 2

a) Mit Hilfe der Kettenregel erhélt man fiir jedes z € (1, 00)

F(2) = ' (lnw) - ' (2) = — - =

Inz =«
b) Anwendung der Produkt- und Kettenregel liefert fiir jedes x € R

f'(z) = —2sin(2x) €% + cos(2x) e cos x = (cos(2x) cosx — 2sin(2x)) eSine

c) Nach Definition gilt f(z) = cosh(z) = 1(e” + e~®) fiir jedes z € R. Die Kettenregel liefert
f'(z) = 3(e” — ™) = sinh(z) fiir jedes z € R.
Ebenso sieht man sinh’(z) = cosh(z) fiir alle z € R.

d) Wie in Aufgabe 2 d) vom 10. Ubungsblatt gesehen, gilt
Arsinh(z) =In(z + V2?2 + 1) fiir jedes z € R.

Damit ist Arsinh als Komposition differenzierbarer Funktionen auf R differenzierbar mit

1 vt +1+zx 1

1 1
1+.2x>: = .
:17—1—\/:1:2—1—1( 2vVx? +1 r+vVar2+1 Vaz+1 241

Alternativ kann man Arsinh’ auch mit Hilfe des Satzes iiber die Ableitung der Umkehrfunktion
berechnen: Wegen sinh’(x) = cosh(z) # 0 fiir alle x € R ist Arsinh: R — R differenzierbar
und fiir jedes z € R gilt

Arsinh’(z) =

1 1
sinh’(Arsinhz)  cosh(Arsinh )

(%) 1 _ 1
/1 +sinh(Arsinhz)?  V1+a2’

—

Arsinh’(z) =

In (%) verwendeten wir cosh?(y) — sinh?(y) = 1 sowie cosh(y) > 0 fiir alle y € R,



Aufgabe 3

Fir x > 0 gilt
1
f(z) = 2% sin(er — In(2%)).
Als Komposition differenzierbarer Funktionen ist f auf (0, 00) differenzierbar und fiir die Ableitung
ergibt sich
f(z) =2z sin(e% —In(z*)) +2° cos(e% —In(z*)) - (e% (=) — 2 4a?)
=2 sin(e% - ln(x4)) — (e% + 4z) -cos(e% - 1n(3:4)) , x>0.
Fiir x < 0 gilt
1
f(z) = 2% sin(e” = — In(2%)).
Als Komposition differenzierbarer Funktionen ist f auf (—oo,0) differenzierbar und fiir die Ablei-
tung ergibt sich

8=

f(z) =2z sin(e_% — In(z)) + 2 COS(C_% —In(z?) - (e7% - 5 - L 4z?)
1

=2z sin(e_% - ln(:n4)) + (6_% —4z) - cos(e” = — In(z?) x<0.

AuBerdem gilt

lim M = lim = Sin(eﬁ - 111(954)) =0,
250 T x—0

1

weil [sin(elsl — In(x?))| < 1 fiir alle 2 # 0 ist. Damit ist f in 0 differenzierbar mit f’(0) = 0.

Aufgabe 4

Sei k € N fest und f: R — R, o — 2. Wir zeigen zuerst fiir jedes m € {1,2,..., k}
k!
(m) _ k—m

Beweis durch Induktion:

IA: Fiir m = 1ist f'(z) = ka*~ 1 = (kfll)! o1 fiir alle z € R erfiillt.
IS: Sei m € N mit m < k. Fiir alle z € R gelte ™) (z) = (kfin)! zF=m (IV). Es folgt fiir jedes = € R
(m1) oy _ (e @) (R Y
Fo @) = () @) = ()
k! k!
_ k— k—m—1 _ k—(m+1) ]
G=m) (h—m—1 ke (k— (m+ 1))!

Insbesondere ergibt sich aus (x): f(¥)(z) = k! fiir alle z € R, so dass die Funktion f*) konstant ist.
Dabher gilt (™) (z) = 0 fiir alle z € R und alle m € N mit m > k.

Nun sei m € {1,2,...,n} fest. Fiir die m-te Ableitung des Polynoms

n
p(x) = Z apr® = apz™ + an_12" "

k=0

+...+a1x + ag
erhalten wir nach unseren Voriiberlegungen
(m) Y kit
m _ : k—m
p (iﬁ)—zak(k_m)!x (z €R).
k=m
Insbesondere fiir x = 0 ergibt sich

m . k! —-m

woraus a,, = —; p™(0) folgt.



Aufgabe 5

Fiir jedes = € (0, ) gilt cos’(z) = —sinz < 0. Also ist cos auf [0, 7] streng monoton fallend.
Wegen |cos z| < 1 fiir alle 2 € R haben wir cos([0,7]) C [-1,1]. cos0 =1 und cosm = —cos0 = —1
sowie der Zwischenwertsatz garantieren auch die umgekehrte Inklusion [—1,1] C cos([0, 7]).
Wegen cos’(z) = —sinz # 0 fiir alle z € (0, 7) gilt fiir die Ableitung der Umkehrfunktion

1 1 1
arccos’(y) = = = - , y e (—1,1),
() cos'(arccosy)  —,/1 — cos?(arccos y) V1—y? ( )
wobei wir cos'(z) = —sinz = —V/1 — cos?z fiir alle © € (0,7) ausgenutzt haben. In y = +1 ist

arccos nicht differenzierbar; die Funktion besitzt dort senkrechte Tangenten.

Aufgabe 6

a) Fiir jedes x € R\ {§ + k7 | k € Z} ist tan nach der Quotientenregel differenzierbar mit

, sinz\’/ sin’z cosx —sinz cos’x  cos®z + sin’ z 1
tan'(z) = = 5 = 5 = —
cos T cos® x cos® x cos® x
. 2 . 2
sin“ sinz
=1+-— :1+( ) =1+tanz.
cos cos T

Wegen tan’(z) > 0 fiir alle 2 € (=7, §) ist tan auf (-7, §) streng monoton wachsend. Da tan

auf (=%, 5) differenzierbar ist, ist tan auf (-7, 7) stetig. Mit dem Zwischenwertsatz ergibt

sich tan((—3,5)) = R. Denn: Sei y € R beheblg Wegen tanz — —oo fiir x — —5+ und
tanxz — oo fiir x — §— existieren x1,20 € (=73, §) mit 21 < x2 und tan(z;) <y < tan(mg)
Da tan auf [x1,x9] stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein zy € [:c17:52] mit y =

tan(zo), so dass y € tan((—3, §)) ist. Da y € R beliebig war, folgt R C tan((—3,5)). Da

272
offenkundig tan((—7%, %)) C R gilt, ist tan((—73, 5)) = R gezeigt.
Die Umkehrfunktion arctan: R — (=%, §) heifit Arcustangens. Es gilt arctan0 = 0, arctan 1 =
7 und arctan(—z) = — arctan z fiir alle z € R, weil tan eine ungerade Funktion ist.

Die Funktion tan: (—%,%) — R ist bijektiv und stetig und es gilt tan’(z) = 1 + tan®z > 0
fir alle z € (—7,5). Hiermit sind die Voraussetzungen des Satzes iiber die Ableitung der
Umkehrfunktion erfiillt. Danach ist arctan auf R differenzierbar und fiir jedes y € R gilt

1 1 1

arctan’ = = — .
() tan’(arctany) 1+ tan?(arctany) 1+ y?2

T2+ ———————mmm———— === —

.

ol
i
(=1
1=
=

____________ L —m/2

tan: R\ {5 +kn |k € Z} — R arctan: R — (=3, 5)

b) Nach der Kettenregel ist die Funktion f auf (0, 00) differenzierbar und fiir alle z > 0 gilt

Ly 1
) =
1422 14 (z71)2 1+22 22+1

f'(x) = arctan(z)+arctan’(z71)- (—27%) = =0.

Da die Ableitung von f auf (0, 00) verschwindet, ist f auf (0, 00) konstant. Fiir alle > 0 gilt
f(z) = f(1) =2arctan(l) =2-Z = Z.



Aufgabe 7

a) Sowohl f als auch g sind stetig und auf einem abgeschlossenen, beschréinkten Intervall defi-
niert. Daher nehmen diese Funktionen ihr Maximum und Minimum an (vgl. Satz 7 in 10.4).

i) Die Funktion f ist auf dem gesamten Intervall [—3, 2] differenzierbar. In jeder Maximum-
oder Minimumstelle im Innern des Intervalls verschwindet daher die Ableitung von f.
Es gilt

f(z) = 42® — 8z = 4a(a® — 2).
Die Nullstellen von f’ lauten 0 und ++/2. Wir miissen neben diesen drei Stellen (die alle
im Intervall [—3, 2] liegen!) auch die Rénder des Intervalls [—3, 2] untersuchen: f(0) = 2,
f(V2) = f(—V2) = =2, f(—3) =47, f(2) = 2. Das Maximum von f ist folglich 47, das
Minimum ist —2.

ii) Die Funktion g ist aufler in 3 differenzierbar. Wir miissen also die Randpunkte von
[0,10], den Punkt 3 sowie alle Punkte im Innern von [0, 10] \ {3} untersuchen, an denen
die Ableitung von g verschwindet. Auf [0, 3] gilt
g(x) = —6x+ (3—x+2)> = 62+ (5 — )% = 2% — 162+ 25, also ¢'(x) = 22 — 16.
g'(z) = 0 gilt nur fiir z = 8 ¢ (0,3). Also hat ¢’ in (0, 3) keine Nullstelle. Auf [3,10] gilt

g(x) =6+ (z -1 =22 -8z +1, also ¢'(z) =22 — 8.
¢'(z) = 0 gilt nur fir x = 4 € (3,10). Wir miissen also die Punkte 0, 3,4, 10 untersuchen:
g(0) = 25, ¢(3) = —14, g(4) = —15, ¢g(10) = 21. Damit ist —15 das Minimum und 25
das Maximum von g.

b) Wir untersuchen die Funktion f: R — R, z — f(z) := >_j_, (¥ — a;)? auf Extremstellen.
Nach der Kettenregel ist f auf R differenzierbar und es gilt fiir jedes x € R

f’(a:):ZZ(x—ak):2nx—2Zak.
k=1 k=1
Also ist
1 n
/ o _ 1+ _.
flz)=0 <= x—n;ak X0 -

Fiir z < o ist f'(z) < 0 (dort fillt f) und fiir z > zg ist f'(z) > 0 (dort wichst f), also
ist 2o die Stelle eines relativen Minimums von f. Wegen f(z) — oo fiir x — £oo nimmt die
stetige Funktion f in g ihr globales Minimum an. Deshalb ist a = 29 = (a1 + -+ + ay),
d.h. das anzugebende Messergebnis entspricht dem arithmetischen Mittel aller Messwerte.

Aufgabe 8 (P)

Die Idee ist zu schreiben

9(f(2)) = g(f(20)) _ 9(f(2z)) — g(f(2z0)) f(z) — f(z0)

T — o f(z) = f(zo) T — o
Da man dabei eventuell durch Null dividiert, setzen wir

9W)—9(yo) g
d:J—R, dy):= Yy~yo f?r Y7 Yo,
g (yo) firy=uyo.

Da g differenzierbar in yq ist, gilt d(y) — ¢'(yo) = d(yo) fiir y — yo (d.h. d ist stetig in yo). Da f
in xo differenzierbar ist, ist f stetig in . Daher folgt d(f(z)) — ¢'(f(z0)) = ¢'(yo) fiir x — xo.
AuBlerdem gilt g(y) — g(yo) = d(y)(y — yo) fir alle y € J. Zusammen erhalten wir fiir z € I\ {zo}

D = ITEGD) _ g0 POTE) 4 00)) - ta0) - (2 o),

T — X T —Zo
d.h. go f ist in ¢ differenzierbar mit (go f) (zo) = ¢'(f(z0))- f'(z0). (“4uBere Ableitung mal innere
Ableitung”)




Alternativ kann man die Kettenregel auch mit Hilfe von Satz 6 in 13.4 beweisen:

Da f in zq differenzierbar ist, gibt es eine in xg stetige Funktion f*: I — R mit
f(x) = f(vo) = (x —x0)f*(x)  firallex € I. (+)

Dabei gilt f*(z9) = f'(x0). Da g in yo := f(xo) differenzierbar ist, existiert eine in f(zg) stetige
Funktion ¢*: J — R mit

9(y) — 9(f(x0)) = (y = f(z0)) g"(y)  fiiralley € J. ()
Dabei gilt ¢*(f(z0)) = ¢'(f(x0)). Es folgt fiir jedes x € I (wegen f(x) € J nach Voraussetzung)

(€23

(90 f)(@) — (go f)lz0) = 9(f(2)) — 9(f(20)) = (f(@) — f(20)) 9" (f())

2 (@ w0)f (@) g (f()
Da g* in f(z¢) und f in ¢ stetig sind, ist g* o f in z( stetig, auflerdem ist f* in z( stetig, so dass
die Funktion I — R, z +— f*(z) ¢*(f(z)) in xo stetig ist. Deshalb liefert Satz 6 b) in 13.4: go f ist
in ¢ differenzierbar mit (g o f) (zo) = f*(x0) ¢*(f(z0)) = f'(z0) ¢'(f (x0)).
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