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Aufgabe 1

a)

b)

Die durch f(z) := In(14x) definierte Funktion f: (—1,00) — R ist beliebig oft differenzierbar.
Wegen

/ 1 " _ —1 " _ 2 " _ —6
o) =
(1+x)

f(O) — 0’ f/(o) — ]_7 fl/(o) — _1’ f///(o) — 2’ f//l/(o) — _6
und fiir das Taylorpolynom Ty (f,0) ergibt sich
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Sei x > 0. Um die Abschétzung 0 < In(1 4 ) — Ty(f,0)(z) < %1‘5 zu zeigen, verwenden wir
den Satz von Taylor. Dieser besagt, dass es ein ¢ zwischen 0 und = gibt mit

_ FUD(E) 411
also mit
(5)
ﬂ@—nmmwzfgaﬁ.
Somit reicht es, die Abschitzung 0 < ! (5)(5) %x5 einzusehen. Diese ist erfiillt, denn:
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Fiir die durch f(x) := In(2+ ) gegebene Funktion f: (—2,00) — R, die beliebig oft differen-

zierbar ist, gilt
1 1
/ _ " _ _ )

Also haben wir f(0) = In2 und f’(0) = 3. Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem
x € [—1,1] ein £ zwischen 0 und z mit

n2+ —

f(z) = f(0) + f'(0)x + Ik

MGIENRWNE S


mailto:andreas.mueller-rettkowski@kit.edu
mailto:matthias.uhl@kit.edu

Daher gilt wegen ¢ € [—1, 1]

$2

' 2(2+¢)?

‘f(x) —In2— 2‘

Wir konnen somit ¢ =In2 und b =c¢ = % wahlen.

Aufgabe 2
Setze f(x) := 1—70\/1 + z. Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem n € N ein §,, € [— 510, 0] mit

() -2 () T )

Jetzt wollen wir n so grofl wihlen, dass das Restglied %(—%)"H betragsmiflig kleiner als

1076 wird. Es zeigt sich, dass dies schon fiir n = 2 erfiillt ist; wegen

1 1)°
31\ 50

miissen wir nur noch | f®)(&)] < 3 zeigen. Wir tun dies vollig ohne Taschenrechner, dessen Einsatz
hier aber durchaus gestattet wire: Mit |£2| < % ergibt sich

el =23 (-5) (-3) - arer -
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Nun mochten wir < 1 zeigen. Dies stimmt wegen

76:493>483:(24~3)3:212~33:4O96-27>4000-25:100000:5-8.502.

Als Niherung fiir v/2 erhalten wir unter Verwendung von f'(z) = £ - 1(1 4 2)7/2 und f"(z) =
10 (_1y(] 4 2)3/2
7 (A + )

0+ o) (LY e (8L (a))

_0f o b by 1979 1,414214 .
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(Die Dezimalentwicklung hat dann doch der Taschenrechner geliefert .. .)

Aufgabe 3
a) Fir jedes z € (—1,1) gilt

/ 1 . 1 |—22|<1, geom. Reihe > Nk > E 9k
arctan’(x) = 1522 1= (—a?) = Z(_l" )F = Z(_l) x
k=0 k=0

0 2%k+1\

- <Z(_1)k;k 1) .
k=0 +

Folglich ist
00 p2k+1
arctan(z) = Z(—l)k2k 1 +C, x € (—1,1),

k=0



fiir eine Konstante C' € R. Wegen arctan 0 = 0 ergibt sich C' = 0, also

e $2k+1

arctan(z) = Z(—l)ka T z € (—1,1).
k=0
b) Aus sinfg = % und cos g = @ folgt tan g = ::;% = \[, also arctan\/3 5. Wegen
% € (—1,1) ergibt sich nach a)
> (1)2’”1 1 11 11 1 1
-3 (1 LI CE O T
— 2%+1 3 3 3 3 5 337
und somit
[e.@]
= k:+1
Aufgabe 4

a) Mit der aus der Vorlesung bekannten Reihenentwicklung von In(1+ y), y € (—1,1), erhalten
wir fiir jedes z € (—1,1)

f(cr)zln((l—x)(1+:z;))zln(l—:c)+ln(1+:c):§:( 1"+1 o) —i—Z on
n=1
o0 —1)n+1 "+ —1)n+1 " 0 14+ _1)n+1 .
—Zl()(i() > U

=ian

Nach Satz 3 in 14.3 ergibt sich

-1-1
=—-2-19!

(20)(0) = 20! agy = 20!
f (0) 0 ano 0 20 s

FBY0) =31laz; = 0.

Bemerkung: Natiirlich kann man die Reihenentwicklung von In(1 + y) auch direkt auf f
anwenden: Fiir jedes € (—1,1) gilt wegen 22 € (—1,1)

0o g 2)k 00 l’ S o
f@) =In(1 - a?) = Z(_mﬂ(k) _ ? Z 2
k=1 k:l n=1

wobei

b _{ 0 fallsn=2k—1flireinkeN _{ 0 falls n ungerade

—+ falls n = 2k fiir ein k € N —2  falls n gerade = an-

b) Fir jedes z € R\ {2,3} gilt
1 1 1 1 1 1 1
= = + = o .
2-x 3-z 1l-(z-1) 2-(z—-1) 1-(z—-1) 21-35(@x—-1)

Gilt |z — 1| <1 und |3(z —1)| < 1, also 0 < = < 2, so ergibt sich (geometrische Reihe!)

f@) ==+ S -1) =S (14 () - 1
k=0 k=0 k=0

Damit liefert Satz 3 in 14.3 fiir jedes k € N

Insbesondere ist



Aufgabe 5
1™

Fiir n € N mit n > 2 setze a,, 1= (Ln

. Wegen

an | _ (n+1)2—(n+1) _ (1+1/n)?2 - (1/n+1/n%) oo .

n?—n 1-1/n

Gn+41

besitzt die gegebene Potenzreihe den Konvergenzradius 1, so dass die Reihe Y2, a,z" fiir alle z €
R mit |z| < 1 konvergiert. Damit ist die Funktion f: (—=1,1) — R,  — > >°, a,z™ wohldefiniert.
Nach Satz 3 in 14.3 gilt fiir jedes z € R mit |z| < 1

na~! > a:
N N e i Ml
n=2

n=2
Wie in der Vorlesung gesehen, stellt diese Potenzreihe die Funktion (—1,1) — R, 2 — In(1 + z)
dar, d.h. es ist f/(z) = In(1 + z). Aufgrund von (yIny — y)' = Iny fiir y > 0 folgt

f@)=042)n(1+z)—(14+2z)+c fir|z| <1

mit einem ¢ € R. Wegen f(0) = 0 ergibt sich ¢ = 1. Somit erhéilt man als Endergebnis

Z(—l)”ﬁin =(1+z)ln(l+z)—=x fir || < 1.

Aufgabe 6

Wir nutzen das Wurzelkriterium: Wegen

n—~oo

Vn(n + 3)en=| = {/n(n + 3) e® 2222 °

gilt: Fiir e < 1 konvergiert die Reihe, fiir ¢ > 1 divergiert sie. Das bedeutet: Fiir z < 0 liegt
Konvergenz, fir z > 0 Divergenz vor. Fiir « = 0 divergiert die Reihe > >° n(n + 3) - 1, da
n(n + 3) - 0. Insgesamt: Genau fiir z < 0 konvergiert die Reihe.

Nun sei < 0. Wir setzen y := e* und wollen

:Znn—{—?) i (n+3)y
n=1 n=1

berechnen. Offenbar besitzt g(y) := f(y)/y die Stammfunktion

1 oo
(n+3)y" = = Z(n + 3)y"t2.

M8

G(y) =

n=1

Nun hat wiederum h(y) := y>G(y) die Stammfunktion

i ki=n—1 wi<t yt
=n— Yy
(y) = E yn+3 = y4 E yk -7 .
n=1 k=0 Y

Daraus ergibt sich

h(y) = H'(y) =

Also ist

o) = C'(y) = A0~ v+ 4y —3y*)2(1—y) _ 4-2

SchlieBlich ergibt sich dann

dy — 2% 4e® — 2e%®
Z (n+3)e™ = fy) = yg(y) = =

n=1




Aufgabe 7

Wir nehmen an, es gelte y(z) = > o7, apa” fiir alle € R. Eine Potenzreihe diirfen wir im Inneren
ihres Konvergenzintervalls nach Satz 3 in 14.3 gliedweise differenzieren, es gilt also

y'(x) = Z n(n —1)a,z" 2 = Z(n +2)(n+ 1)apiox™.
n=2 n=0

Dies soll fiir alle z € R iibereinstimmen mit

e.9]
—wy(z) = E —wana™.
n=0
Nach dem Identitéitssatz fiir Potenzreihen ist die Gleichung y” = —w?y also genau dann erfiillt,
wenn
(n+2)(n+ 1)ans2 = —w?a, firallen >0 (%)

gilt. Die Forderungen y(0) = yo und ¢'(0) = 0 bedeuten ag = yo und a; = 0. Induktiv folgt dann
aus (%)
(="

(2n)!

fiir alle n € N.

aon+1 =0 fir allen € N und asn = Yow>"

Diese Potenzreihe stellt die Funktion y(z) = yo cos(wz) dar.

Aufgabe 8 (P)

a) Wir berechnen zunéchst die allgemeine Losung der homogenen Gleichung y” — 5y’ + 4y = 0.
Dazu machen wir den Ansatz y(z) = e**. Dann ist y/(z) = Ae*®, y(x) = A2e* und

!

Y =5y +4y = (N —B5A+4)eM =0.

Da das Polynom A2 —5\+4 = (A—1)(A—4) die Nullstellen 1 und 4 hat, lautet die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung y” — 5y’ + 4y =0

y(x) = Cre® + Coel® (C1,C2 € R).

Fiir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung y” — 5y’ + 4y = €2* machen wir den
Ansatz yp(x) = Ce**. Dann ist y/(z) = 2Ce* und yf/(x) = 4Ce**, also

Yp — DYy, + dyp = 4Ce*® — 10Ce*® 4+ 4Ce* = —2Ce** .

2z 1 2z

Damit dies = e** wird, muss C = —% gewéhlt werden. Es folgt y,(z) = —3e

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist die Summe einer speziellen Losung der
inhomogenen Gleichung und der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung, also

y(r) = —3e* + Cre” + Cre*™  (C1,C2 €R).

Aus y(0) = 1 folgt —% +C1+Cy =1 und aus ¢/(0) = —1 folgt —1 + Cy + 4Cy = —1. Ziehen
wir die zweite Gleichung von der ersten ab, folgt —3Cy = %, also Cy = —% und damit C7 = 2.
Die (eindeutige) Losung des Anfangswertproblems lautet daher

y(zr) = —%62‘77 + 2e* — %e“ )



b) Wir lsen zuerst die homogene Gleichung

V' (t) +yv(t) = 0.

Diese besitzt die Losungen v(t) = CeA®), wobei C € R eine beliehige Konstante und A
irgendeine Stammfunktion von a(t) := —v ist. Dies bedeutet fiir t € R

v(t) = Ce (C eR).

Eine spezielle Losung v, der inhomogenen Gleichung v/(t) + yv(t) = g verschaffen wir uns
mit der Methode der Variation der Konstanten: Wir machen den Ansatz v,(t) = C(t)vn(t)
mit vy (t) := e und erhalten

oh(t) +70p(t) = C(1yun() + C(E)h (£) +AC(E)on(1)
= C'(t)unlt) + (vh(6) +70n(1)) (1) = C'(B)on(1)

Hierbei haben wir benutzt, dass vy, die homogene Gleichung 16st. Damit v}, die inhomogene
Gleichung 16st, muss mithin C’(t)vy(t) = g sein, d. h. es muss

C'(t) = g/vn(t) = g

gelten. Dies ist z.B. fiir C(t) = %ew der Fall, so dass sich vp(t) = £ ergibt.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist die Summe einer speziellen
Losung der inhomogenen Gleichung und der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung,
also

v(t) = vp(t) + Cup(t) = % +Ce™ " (C eR).

Speziell fiir t = 0 erhalten wir v(0) = %—i—C . Daher ist die Anfangsbedingung v(0) = vy genau
fiir C' =wvg — % erfiillt. Somit lautet die gesuchte Losung

+ (1)() — %)eiwt .

v(t) =

2
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