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Aufgabe 1

Aus der Definition der Betragsfunktion folgt

T 1
z 1—1—3:: 14z fiir 2 >0
h(z) = T+ 2] = 1 (x € R).
=—-14—- fir x <0
1—z l1—=x

a) Monotonie: Beh.: h ist eine streng monoton wachsende Funktion.
Zum Nachweis miissen wir zeigen: Ist x; < z2, dann folgt h(x1) < h(z2).
Sei also x1 < x9. Wir unterscheiden folgende Fille:
1. Fall: x1,x9 € (—00,0). Dann gilt
1 - 1
1—x 1— 29

= h(z1) < h(z2).

r1 < T9 = 1—z0<1—121 =

1
= -1 < -1
+1—l’1 +1—$2

2. Fall: x1,x2 € [0,00). Dann gilt

1 1
T1<x9 = 14+ <l+zp = Tz <1+x
2 1
N 1 - 1 N 1 < 1
1+ 2 14z 1+ 2 1+ 29

= h(r) < h(m’z).

3. Fall: 1 € (—00,0) und z3 € [0,00). Aus der Definition von h lesen wir direkt ab, dass
dann h(z;) < 0 und h(z2) > 0 gilt. Daraus folgt sofort h(z1) < h(x2).

Einer der obigen Fille tritt immer ein; wir haben also gezeigt, daf jedenfalls h(z1) < h(z2)
folgt.

Also ist die Funktion h streng monoton wachsend.
Beschrinktheit: Beh.: Es gilt |h(x)| < 1 fiir alle z € R.
Fiir ein beliebiges € R ergibt sich ndmlich

[z _ ||

h(z)| = = <1,
M) = Tl = T+
denn
0<1 = |of<1+]of >0 _L2 .
1+ ||

Injektivitat: Direkt aus der strengen Monotonie folgt, dass h injektiv ist.
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b)

Bildbereich: Beh.: h(R) = (—1,1). Zunéichst stellen wir fest, dass wegen |h(x)| < 1 fiir alle
z € R die Inklusion h(R) C (—1,1) gilt. Um (—1,1) C h(R) zu zeigen, miissen wir zu jedem
y € (—1,1) ein x € R finden mit y = h(x). Sei dazu y € (—1,1) beliebig.

1. Fall: y € (—1,0). Definiere x := %m = ﬁ Dann ist x < 0 und es gilt
Y 1 1+y
(z) (1+y) 1—% l+y—y
2. Fall: y € [0,1). Deﬁnierex::%y':%y. Dann ist > 0 und es gilt
Y 1 l—y
F0 =S =1 =1

Hiermit ist A(R) = (—1, 1) gezeigt. Bemerkungen:

1. In Kiirze werden wir Methoden behandeln, mit denen wir den Verlauf des Funktionsgraphen
diskutieren kénnen. Dann werden wir einsehen, dass das zugehorige Schaubild in etwa wie
folgt aussieht:

Z0 |

2. Die Funktion h: R — R ist nicht surjektiv (z.B. 2 ¢ h(R)). Betrachtet man anstelle von

h die durch
definierte Funktion g, dann ist g surjektiv und injektiv, d.h. bijektiv. Daher existiert die

Umkehrfunktion von g. Der Berechung des Bildbereichs von h kénnen wir entnehmen, dass

diese durch
Yy

1yl

g (-L1) >R, g 'y

gegeben ist.

Aus (der Bemerkung zu) Teil a) wissen wir, dass die Funktion g, die Menge der reellen
Zahlen R auf (—1,1) bijektiv abbildet. Wir suchen nun eine Funktion f, die (—1,1) auf
(0,1) bijektiv abbildet: Nach Aufgabe 3a) vom 2. Ubungsblatt (mit a = —1,b = 1) ist
[~1,1] = [0,1],y — ¥=55 = Sy + § bijektiv, also leistet f: (=1,1) — (0,1), f(y) = 3y + 3
das Gewiinschte. Eine bijektive Abbildung von R nach (0, 1) ist dann durch die Komposition
fog: R — (0,1) gegeben:

x
1+ |z

_r
1+ |z|

fiir jedes =z € R.

N

+

N =

(fog)(x) = flg(z)) = f( ) =



Bemerkung:

Da bijektive Abbildungen von (0,1) nach R und von (—1,1) nach R existieren, besitzen die
Intervalle (0,1) bzw. (—1,1) die gleiche Méchtigkeit wie R. Mit Hilfe der Aufgabe 3 vom 2.
Ubungsblatt kann man sich iiberlegen, dass man jedes Intervall der Form (c,d), wobei ¢,d € R
mit ¢ < d, auf R bijektiv abbilden kann.
Aufgabe 2
a) Fiir jedes n € N gilt unter Verwendung von >.7_; k = sn(n+ 1)
> 2k +1) _22k+21_2 ———Z 4 (m+1)=n+1)n+1)=(n+1)>%
k=0 k=0
b) Fiir jedes n € N ist

n o n n n n—1
S >k = (D) (k <n—k:>> 2 a1 Y

j=1 k=1

1 1
= —nn+1)=(n—1n=-n?n*-1)
2 4
c) Essind ZizQﬁ:%und Ei:zﬁ:%‘i‘é_ i1 Fiir n > 4 erhalten wir laut Hinweis
n n
1 1 1
Zk2—1_§ (k:—l_k:Jrl) (Zk—l Zkz+1>
k=2 k=2
IR RN =11
2 2 —k-1 “Zk+tl n n+l
—2 n—2
ji=k—2 1 15 1 1 1 1
=" |14+= S N
_1<1 11 1 )_3 1 1
2 2 n n+l/ 4 2n 2n+2°

x) Hinweis: Dieses “Abspalten,, der ersten beiden bzw. der letzten beiden Summanden ist
so nur moglich, wenn die Summe auch tatséchlich aus mindestens zwei Summanden besteht.
Deshalb wurden die Félle, bei denen dies nicht so ist (n = 2, n = 3), getrennt behandelt.

d) Firn>2ist

ﬁ(l_ 1):ﬁk2—1_ﬁ<k+1><k—1> T+ 1) Tk — 1)

1.2 2 2 - n 2

k=2 k k=2 k k=2 k Hk:2k
A R L (U I s VI (G VIS
(Ili=ek)? (n!)? a n o2



Aufgabe 3

a)

b)

d)

Beweis durch vollstédndige Induktion:
TA: Wegen Z}C:l kE-kE!'=1-1'=1und (1+1)! —1=1 ist die Behauptung fiir n = 1 wahr.
IS: Sei n € N. Fiir dieses n gelte Y ,_, k- kl = (n+1)! — 1 (IV). Dann folgt ZZI% k-k! =

S kR (D) (A D) Y (D) =14 (n4 1) (n+1)! = (n+1)!(1+(n+1))—1 = (n+2)1—1.
Also gilt die Behauptung dann auch fiir n + 1.

Bemerkung: Alternativ kann man die Behauptung auch durch Uberfithrung in eine Teleskop-
summe direkt nachrechnen: Fiir ein beliebiges n € N gilt

n

Zk k= Zk+1—1)-k!:2((k+1)!—k!) Zk+1'—2k'
k=1 k=1

k=1

n—}—l'—l—Zk+ N —( 1+Zk;' (n+1)!—1.

Beweis durch vollstéindige Induktion:
2 : 2
IA: Wegen Zk:1(_1)k+1% =1- % = § und Zk 1 Lk; i 18t Zkzil(_l)k—H% = k-1 %—i—k
fiir n = 1 richtig.
IS: Sei n € N. Fiir dieses n gelte S 2" (— DLl =50 n+k (IV). Dann folgt

2(n+1) 2n n
Z (_1)k+11 — Z(_l)k—i-ll i 1 _ 1 I;/' 1 i 1 B 1
k E 2n+1 2n+2 n+k n+n+1) 2n+42
k=1 k=1 k=1
n+1 n

1 1 ]::_—IZ 1 1
n+k 2n+2 j:0n+(1+j) 2n + 2

n

M+

1 1 1 1 2-1
n+1 jz::l(n—i—l)—i—j 2n + 2 ;(n—kl)—&—j Mm+2 —

Wir verwenden wieder vollstdndige Induktion.

IA: Fiir n = 1 hat die Summe genau einen Summanden und ergibt 1; dies ist grofler als %
IS: Sei n € N. Fiir dieses n sei Y 7., L > 2 erfiillt (IV). Dann folgt
2n+1 1 on__ 1 2n+1 1 2n+1_1

1 ontl 1 _9on4q +1
Z Z Z g Z W:g+ ont1 :n2 :

k=2n k=2n

(Bei der Abschitzung wurde auBler IV noch benutzt, dass 2" ! > k, also 1/k > 1/2"+! fiir
alle k € {27,...,2"1 — 1} gilt.)
IA: Fiir n = 1 stimmt die behauptete Aussage, denn 6' —5-1 44 = 5 ist durch 5 teilbar.

IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Behauptung, sei also 6" —5n+ 4 durch 5 teilbar,
etwa 6" —bn +4 = 5l fir ein [ € Z. (IV)

7Zu zeigen ist, dass dann auch 6" ! — 5(n + 1) + 4 durch 5 teilbar ist. Es gilt:
6" —5(n+1)+4=6-6"—5n—5+4=06(6"—5n+4) + 251 — 25

Y6.50+2m—25=(6-1+5n—5) 5.
VA
(S



e) IA: Fiir n =5 gilt 2" = 2% = 32 und n? = 52 = 25. Also ist die behauptete Ungleichung fiir
n =5 wahr.
IS: Sei n € N mit n > 5 beliebig. Fiir dieses n gelte 2" > n? (IV). Dann folgt

IV
ontl — 9. 97 5 9. p2,

Zu zeigen verbleibt: 2n%2 > (n+1)? & 2n2 > n?2+2n+1 < n? > 2n + 1. Die Giiltigkeit
der letzten Ungleichung sehen wir folgendermaﬁen

2

=25 = n=3 = n 3n:>n222n+n=>n222n+1.

£) TA: Firn=2ist [Foi(1+ =1+ Hl=2=2.
IS: Sei n € N mit n > 2 beliebig. Fiir dieses n gelte k;%(l + )k = "n— (IV). Dann gilt:

e N A= I\e v /n 1yn
IT (1) :<£1 )'(”n) G
.

) (n+ 1) n+1  (n+ 1)

! nm n! n+1  (n+1)

Aufgabe 4
a) Seien a,b € R beliebig. Behauptung: Fiir alle n € N U {0} gilt: (a +b)" =Y}, (7)a"b"*.
Wir erbringen den Beweis mittels vollstdndiger Induktion nach n € N U {0}.
IA: Fiir n = 0 steht links (a + b)° = 1 und rechts

0
0\ %0-& _ (OY 0,0 _
Z(k)a b = <O>a b’ = 1.

k=0

Also ist die Formel fiir n = 0 richtig. (Man beachte (0) =1und 0" =1.)
IS: Sei n € N'U {0} beliebig. Es gelte (a+b)" = >"p_, (7)a*y" =" (IV). Dann folgt

(a+b)"" = (a+b)(a+b)" Y (a+b) zn: <Z> IR

k=0
N\ ktlpn—k N\ kynt+l—k
Z (k> bR 4 Z k)a b
k=0
P an A n
\*) jrn+1—j kpn+1—k
= <j_1>a3b 3+Z<k>ab
7j=1 k=0
Y\ n+1;0 . n jin41—j =~ (n kint1—k T\ 0pn+l
= a™ "y + < >ajb J 4 ()ab +(>ab
_ . n+l1 g n n kin+1—k n+1
—a +Z[<k—1)+(k>]ab +b
k=1
< (n n nl  n k n! k n+1—k+k)n! n+1 :
und mit () + (")) = moe oH=k T enrerem k= g = ('41) erhalten wir

(nz 1>akbn+1—kz n (“g‘ 1>a0bn+1

n+1\ 11,0 -
= b
(LT)ar sy

k=1
+1
_nz: 1\ kpniiok
k
k=0

In (x) fithrten wir bei der ersten Summe die Indexverschiebung j := k + 1 durch.



b) i) Esist

S 16 i+1 16 16— 16
() (-1 32 3711677 = 3(—3 +1)'® = 3. 65536 = 196608.

j=0 7

ii) Sei n € N. Nach Definition der Binomialkoeffizienten gilt fiir jedes k € {1,2,...,n}

n\ n! B n! B (n—1)! ~ (n—1
k<k> _k'k!(n—k)! T h-DIn—kK) " h-D{((n-1) —(k—1) _”<k_1>'

Daher liefert der binomische Lehrsatz
n n n—1
n n—1\ j= . .
E — E = E i 1n=D)—5 — . n—-1_  on-1
k=1 k=1 =0

iii) Mit der gleichen Umformung wie in ii) erhalten wir

n

o) - (i) Eor ()

k=1 k=1
L S n—1
J=k-1 _ Z( _> (=1)7 . 1(n=D=J
n .
J=0 J
-1 fi =1
=-n(l-1)"'=-n-0"" = e
0 firn>1.

Aufgabe 5

Sei n € N. Zuerst berechnen wir den Wert der Teleskopsumme analog zu Blatt 3, Aufgabe 6:

n

S = (k-1 - (1-1)+n* =n"

k=1
Andererseits ist
SE-E-1D)H=> K -(FK -2k+1)=) (2k—-1)=2) k-> 1=2Y k-n
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

bzw. dquivalent hierzu

Z <n+z )).

Einsetzen von > p_, (k? — (k — 1)?) = n? ergibt

- 1 1
kE=-(n+n? =-n(n+1).
P 2 2

Zur Berechnung von >__; k? betrachten wir die Teleskopsumme Y 7_; (k* — (k — 1)3). Wie zuvor
sehen wir Y 7_;(k*® — (k — 1)?) = n®. AuBlerdem gilt

n n n

Z(k?’—(k—l)?’):Z(kg—(k3—3k2+3k—1)):Z(3k2—3k+1):3§:k2—3§:k+n

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1



und damit

3Zk2:Z(k3—(k—1)3)+32n:k—n:n3+3-;n(nﬂ)—n

k=1 k=1 k=1

1 1
= 5n(2n2 +3n+3-2)= in(n +1)(2n+1).

Hieraus folgt
2 1
E k* = 6n(n+1)(2n+1).

Aufgabe 6

Wir beginnen damit, einige a, zu berechnen:

3-1°3-2)°
32

1 1 3222 1 1 1
-7:7’ a4:777:—
4 9 42 9 4 16

az —

NG
Ol

Es scheint a,, = 1/n? fiir jedes n € N zu gelten. Wir bestitigen dies mit vollstandiger Induktion:
Induktionsanfang: Fiir n = 1 und n = 2 stimmt dies offenbar.

Induktionsschluss: Sei n € N mit n > 2. Fiir jedes k € {1,...,n} gelte ar, = 1/k* (IV).

(Man beachte: Als Induktionsvoraussetzung reicht hier nicht, dass die Formel nur fiir n gilt, sondern
auch fiir n — 1, weil man im Induktionsschluss auf Informationen iiber a,, und a,_; zuriickgreift.)
Dann folgt

n?(n —1)2 n?(n—1)2 1 1 1
Un41 =~ " Qp " Ap] = ————2— " —5 - = :
(n+1)2 n+1)2 n2 (n—1)2 (n+1)2

Aufgabe 7

a) Esgilt: 2= (3-1i)3=(3-1)(9—6i+1i%) = (3—14)(8 —6i) =24 — 18 — 8 + 6i> = 18 — 264.
Folglich hat 2% den Realteil 18 und den Imaginirteil —26. Ferner ist |23| = /182 + (—26)2 =
v/1000 = 10v/10. Alternativ kann man |23| auch berechnen, ohne 2% bestimmt zu haben:

23] = |2 = 32+ (12 = V10° = 10v/10.

b) Wir erweitern den Bruch geeignet (Standardtrick: zZ ist reell, daher ergibt 1/z =1/z-2/z =
Z/(zZ) einen reellen Nenner):

1 1 1 3+1 3+1 3+1 3 1.

> 3.7 3-431i 32_£ 10 10 10"

Also hat 1/z den Realteil 2 und den Imaginéirteil §s. Der Betrag von 1/z ist [1/z| =
m = /1/10 = v/10/10, alternativ: |1/z| = 1/|z| = 1/v/10 = v/10/10.

c) Es ergibt sich z-w = (3 —i)(—1+2i) = =3+ 6i +i — 2i> = —1 + 7i. Also hat z - w Realteil
—1 und Imaginirteil 7. AuBerdem gilt |z - w| = /T +49 = /50 = 5v/2 = || - |w|.

d) Esistz?=(3-— i)2 = (3+i)? = 9+6i+i? = 8+6i und wegen w? = (—1+2i)? = 1—4i+4i®> =
—3 — 47 ergibt sich

1 1 —3+4i  -3+4 -3+4i 3 4

w2 —3—4i —3+4i 9-162 25 25 25"

Z24+1/w? = (846i)+ (— 5 + 551) hat somit Realteil 8— 2 = 12957 und Imaginéirteil 6+ 5 = 224,

Der Betrag von z% 4+ 1/w? lautet |22 + 1/w?| = V1972 + 1542 /25 = /2501 /5.



Aufgabe 8

a)

b)

Bs gilt 22 — 22+ 3 = (2 — 1)?2 4+ 2. Die Gleichung 22 — 2z + 3 = 0 ist also genau dann erfiillt,
wenn (z — 1)2 = —2. Dies bedeutet z — 1 = iv/2 oder z — 1 = —i/2, also hat die Gleichung
die zwei Losungen z; = 1 + iv2und z9 = 1 — iV2.

Mit dem Ansatz z = a +ib (a,b € R) erhalten wir

2=z & a*+2aib+ (D)’ =a®+b* <= a®+2aib—b* =d® + b

—
*
S

a’>—b>=a?>+b%>und 2ab =0

4

& =20 =0und (a =0 oder b= 0)
& szund(azOoderb:O)
& b=0.

[In (%) verwenden wir, dass zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn sie den selben
Real- und Imaginirteil besitzen.]
Also ist 22 = |z|? genau dann erfiillt, wenn Im(z) = 0 bzw. 2z € R ist.

Aufgrund des Hinweises machen wir den Ansatz z = (1 +4) mit « € R. Es ergibt sich
22 (144)% — (3 —i)2?(1 +i)* —dz(1 +4) + 14 3i = 0.
Wegen (1+414)? = 1+2i+1i2 = 2i und (1+i)3 = 2i(1+14) = —2+2i fiihrt dies zu der Gleichung
23(—242i) +2*(—2—6i) +2(1—i) +1+3i=0
und die Aufspaltung in Real- und Imaginérteil liefert (Man beachte = € R.)
—223 - 222 +x+1=0 und 223 — 622 —24+3=0.

Addieren dieser Gleichungen liefert —8z2+4 = 0, also 22 = %, d.h.z = %\/5 oder z = —%\/5
Durch Einsetzen iiberzeugt man sich, dass dies tatséchlich Losungen beider Gleichungen sind.
Damit haben wir zwei Losungen unserer urspriinglichen Gleichung gefunden:

z1 = %\@(1 +i) und oz = —1v2(141).

Esgilt (2 —21)(2 —22) = (2 —21) (2 +21) = 22 — 22 = 22 —i. Fiir 2 # 21 und z # 2, dividieren

wir die urspriingliche Gleichung durch 2% — i (Polynomdivision) und erhalten

22— B—i)22—iz+1+3i

0:
22—

=z—(3—1).

Eine dritte Losung ist somit z3 := 3 — 7. Auflerdem haben wir gesehen, daf}
BB —iz+14+3i=(2—21)(2 — 2)(z — 23)

gilt. Die rechte Seite hat aufler z1, zo, z3 offenbar keine weiteren Nullstellen; damit hat aber
auch die linke Seite genau die Nullstellen z1, 29, 23.

Fazit:
B—B-i)—iz4+1+43i < z€{z,2, 2}

Hinweils: Wir werden in Kiirze den Fundamentalsatz der Algebra kennenlernen. Damit 148t
sich die Uberlegung am Ende der Losung abkiirzen.



Aufgabe 9

a)

b)

d)

Hier handelt es sich um die Menge aller z € C, die vom Punkt —1 — ¢ den gleichen Abstand
haben wie vom Punkt 3 + 3¢. Das ist die Mittelsenkrechte der Verbindungsstrecke dieser
beiden Punkte, also die Gerade Im z = — Re z + 2.

Dies ist der Schnitt zwischen dem Auferen des Kreises um 4 mit Radius 1 (einschlieflich der
Kreislinie) und dem Inneren des Kreises um 1 + 27 mit Radius 3 (ohne Rand). Die Menge ist
in der Skizze schraffiert.

Durch 2 < |z| < 3 wird ein Kreisring um den Punkt 0 mit innerem Radius 2 und duflerem
Radius 3 beschrieben. Durch die Bedingung fiir arg z wird daraus ein Sektor ausgeschnitten
(siehe Skizze; ¢ = %71’, Y = %71); der Rand gehort diesmal nicht dazu.

Die komplexe Zahl z = z + iy (mit z,y € R) liegt genau dann in dieser Menge, wenn
1 > Re(2?) = Re((z + iy)?) = Re(2® + 2izy — y*) = 2 — y°

gilt, d.h. fiir 22 < 1+ 9?2, also |z| < /1 + 92 bzw. —/1 +y? <2 < /1 +y2. Die Menge ist
in der Skizze schraffiert; man beachte, dass es sich um eine unbeschrinkte Menge handelt.

a) b) Im

Im

/
79 é 79
/

—1—1

J Re

Aufgabe 10 (P)

a) Seiz >0 und n € N mit n > 2. Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

(1+2)" = En: <Z>xk > (Z)xz

k=0
weil alle Summanden > 0 sind. Ferner ist

n n! nn—1) n n>2 n?
(2) 20(n — 2)] 2 y (n=b




b)

Hiermit folgt

n22

(1+x)”>zm

Seine N.ImFalln=1ist vV1=1<3=1+ \f erfiillt. Fiir n > 2 ergibt sich nach a)

Sei £ > 0 beliebig. Wir miissen ein ng € N so angeben, dass |{/n — 1| < ¢ fiir alle n € N mit
n = ng erfiillt ist. Dabei darf ng von der (fest vorgegebenen) Zahl e abhéngen.

Zunéchst stellen wir fest, dass fiir alle n € N gilt

\F<1

Sl

bzw. dquivalent hierzu

0< Vn—1< —.
NG

Dabher ist die Abschitzung | {/n — 1| < ¢ erfiillt, wenn f < ¢ ist.

Wir wihlen ng € N mit ng > 5—2 (Da die natiirlichen Zahlen nicht nach oben beschriankt sind,
existiert ein solches ng.). Dann gilt fiir alle n € N mit n > ng

4 2 2

n> — & Vn > = & e> —.
g2 €

Wir zuvor bemerkt, gilt fiir diese n

[V/n—1]<e.

Bemerkung: Wir haben lim {/n = 1 gezeigt.

n—oo
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