Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) WS 2011/12
Institut fiir Analysis

Prof. Dr. Dirk Hundertmark

Dipl.-Math. Matthias Uhl

Hohere Mathematik I fiir die Fachrichtung
Elektrotechnik und Informationstechnik

Lésungsvorschlige zum 3. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a)

b)

1.) Es gilt min A = %
Wir formen zuniichst den definierenden Ausdruck mittels quadratischer Ergdnzung um: Fiir
jedes x € R gilt

11 N2 7
x2—$+2:x2—x+7—7+2:<x—7> +—.

4 4 2 4
Daraus lesen wir einerseits ab, dass (%)2 — % +2= % gilt; also liegt % in A. Andererseits sehen
wir 22 —x +2 > % fiir jedes = € R ein. Also ist % das kleinste Element von A.

2.) Aus 1.) folgt direkt inf A =min A = I.

3.) Maximum und Supremum von A exisitieren nicht:
Dazu zeigen wir, dass A nach oben unbeschréinkt ist, d.h. zu jedem v € R existiert ein a € A
mit a > 7. Sei v € R beliebig. Wir setzen x := max{~,2}. Dann gilt

2 —z4+2=2 (x—1) 2> +2>x>7.
— A ,

=:a€A >1, da 2

1.) Es gilt max B = 3:

Offenbar gilt % = (-1)*+4 1 € B. Sei nun b € B. Es bleibt b < % zu zeigen: Nach Definition
gibt esn € Nmit b= (—1)" + % Wir machen folgende Fallunterscheidung:

Fall n ungerade: Dann gilt b = (—1)" + % =—-1+ % <-141=0< %

Fall n gerade: Dann ist insbesondere n > 2 und es folgt b= (—1)"++ =141 <141 =3
In jedem Fall folgt b < %, also ist % das grofite Element von B.

2.) Aus 1.) folgt direkt sup B = max B = 3.

3.) Es gilt inf B = —1:

Fiir alle n € N gilt (—1)" +2 > (=1)" > —1, also ist —1 eine untere Schranke von B.

Es bleibt zu zeigen, dass —1 die grofite untere Schranke ist. Dazu nehmen wir an, dass es eine
groflere untere Schranke K gibt, etwa K = —1 4+ ¢ mit einem ¢ > 0, und fiihren dies zu einem
Widerspruch. Es soll also gelten

][V}

1
K< (-1)"+ - fiir alle n € N.

Da dies insbesondere fiir ungerade n gilt, folgt fiir alle ungeraden n € N

1 1 1
—1l4+e<-14—- <<= ee<—- <<= n<-.
n n 13

Dies kann jedoch nicht sein, weil die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen nicht nach
oben beschrinkt ist (vgl. Hinweis). Also ist die Annahme falsch, und es gilt —1 = inf B.

4.) Es gilt —1 ¢ B:

Angenommen, —1 € B. Dann gibt es ein n € N mit (-1)" + 1 = -1 <= (-1)" +1 = -1
Da auf der linken Seite eine ganze Zahl steht, muss auf der rechten Seite ebenfalls eine solche
stehen, so dass n = 1 folgt. Jedoch ist die Gleichung (—1)" + % = —1 fiir n = 1 nicht erfiillt.

Widerspruch!
5.) Aus 3.) und 4.) folgt direkt: B hat kein Minimum.
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c) 1.) Esgilt minC = 2:
Es ist 2 € C' (man setze x = 1). Ferner erhalten wir fiir alle 2 € (0,42]

1
T+ =22 = 2’41222 <— 22-20+1>20 = (z—-12>0 (1)
x

und letzteres ist offensichtlich wahr. Also ist 2 das kleinste Element von C'.
2.) Aus 1.) folgt direkt inf C' = min C' = 2.

3.) Supremum und Maximum von C existieren nicht:

Um zu begriinden, dass C' nicht nach oben beschrinkt ist, fiihren wir einen Widerspruchsbe-
weis und nehmen dazu an, dass I' eine obere Schranke von C' ist. Zuerst stellen wir fest, dass
' > 1 ist, denn nach (1) gilt « + 2 > 1 fiir alle z € (0,42]. AuBerdem gilt fiir alle z € (0,42]:
T + % < T, also insbesondere % < T bzw. % < z. Ist jedoch z := % gesetzt, so ist diese
Ungleichung wegen % <1 <= % < % — 1< % falsch, obwohl z € (0, %] C (0,42] liegt.
Somit ist die getroffene Annahme falsch, woraus die Behauptung folgt.

d) 1.) Esgilt min D = 0:
Es gilt 0 € D (man setze = 0). Auflerdem gilt offenbar x2(1 + 22)~! > 0 fiir alle z € R.
Also ist 0 das kleinste Element von D.

2.) Aus 1.) folgt direkt inf D = min D = 0.

3.) Es gilt sup D = 1:
Die Menge D ist nach oben durch 1 beschriinkt, denn wegen 1 + 2 > 0 gilt fiir alle z € R

2
X
<1 <= 22<1+22 = 0«1

1422
und letzteres ist wahr. Es bleibt zu zeigen, dass 1 die kleinste obere Schranke von D ist. Sei
I' < 1 beliebig; wir wollen zeigen, dass I' keine obere Schranke von D ist. Wir miissen dazu
ein Element in D angeben, das groflier als I ist. Hierzu zeigen wir, dass es ein x € R gibt mit

£E2 . . . .
Tra? = I'. Dies ist dquivalent zu

r
2 >T(1+42?) <= (1-D*>T x2>ﬁ

und die letzte Ungleichung ist fiir ein hinreichend grofies z € R (etwa fiir x = % + 1) erfiillt.
4.) Es gilt 1 ¢ D:

Angenommen, 1 € D. Dann gibt es z € R mit 1 =
der Widerspruch 1 = 0.

5.) Aus 3.) und 4.) folgt direkt: D hat kein Maximum.

2

#. Daraus folgt 2% + 1 = 22 und daraus

Aufgabe 2

Da A # () und B # () beschrinkt sind, also insbesondere nach oben beschrinkt sind, existieren
a :=sup A und 3 := sup B. Wir sollen nun zeigen, dass A + B nach oben beschriankt ist und dass
sup(A + B) = a + 3 gilt. Dazu miissen wir zwei Dinge beweisen: Zum einen, dass o + 3 eine obere
Schranke von A + B ist, und zum anderen, dass dies auch die kleinste obere Schranke ist.

Sei x € A+ B beliebig. Definitionsgeméf gibt es a € A und b € B mit x = a+b. Da « bzw. 3 obere
Schranken von A bzw. B sind, gilt a < o und b < 3. Addieren dieser beiden Gleichungen liefert

r=a+b<a+p.

Damit wissen wir: A + B ist nach oben beschrinkt und « + (3 ist eine obere Schranke von A + B.

Aber ist o + 3 auch die kleinste obere Schranke von A 4+ B? Dies kdnnen wir garantieren, wenn wir
zeigen: Keine Zahl kleiner als v+ (3 ist eine obere Schranke von A+ B, d.h. zu jeder Zahl T < a+ (3
existiert ein x € A+ B mit x > I



Sei dazu I' < « + 3 beliebig. Dann ist I' — o < § und, da 3 die kleinste obere Schranke von B ist,
muss ein b € B existieren mit b > I' — a. Es gilt also a > I' — b. Daher existiert wiederum ein a € A
mit ¢ > — b, d.h. esist a+b>T. Wegen a+b € A+ B kann damit I" keine obere Schranke von
A+ B sein.

Nun zum Infimum: Da A und B nach unten beschrinkt sind, folgt genau wie oben, dass auch A+ B
nach unten beschrinkt ist. Da inf M = — sup(—M) fiir beschrénkte nichtleere Mengen M C R gilt,
erhalten wir
inf(A + B) = —sup(—(A + B)) = —sup((—A4) + (—B)) = —(sup(—A4) + sup(—B))
= —(—inf A+ (—inf B)) = inf A + inf B.

Aufgabe 3

Wir zeigen die beiden Inklusionen {0} C (32, I, und ;o I C {0}.
Zu {0} C (e Ii: Offenbar gilt 0 € I}, fiir alle k € N und damit auch 0 € (2, Ix.
Zu Npoy Iy € {0}: Sei z € Ny, I- Daher gilt fiir alle k € N

1 1

pSTSy
Angenommen, es wire x < 0. Aus —1/k < «x folgt dann durch Multiplikation mit k/z (dies ist eine
negative Zahl): —1/x > k fiir alle £ € N, im Widerspruch dazu, dass N nach oben unbeschrénkt ist
(vgl. Hinweis). Wire x > 0, so folgte aus = < 1/k durch Multiplikation mit k/z, dass k < 1/z fiir
alle k € N gilt. Dies steht erneut im Widerspruch dazu, dass N nach oben nicht beschréinkt ist.
Da (2, Ix nichtleer ist, muss also z = 0 gelten, so dass wir ();—; I C {0} gezeigt haben.
Aufgabe 4

Sei f: Nx N — N, (m,n) — 2™ 1(2n — 1). Um die Bijektivitit von f zu zeigen, miissen wir
begriinden, dass f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Beh.: f ist injektiv. Hierzu miissen wir einsehen: Fiir alle (m,n), (m/,n’) € N x N gilt
f(m,n) = fom'sn) = (myn) = ().
Seien dazu (m,n), (m/,n’) € N x N mit f(m,n) = f(m’,n’), d.h.
2m=1(2n — 1) = 2™ 120/ — 1). (2)

Nun ist (m,n) = (m/,n’), also m = m/ und n = n’, zu zeigen. Es gilt
o= (9 1) = 9~ +1gm=1 9y, _ 1) & g-m'+lgm' =10, 1y _9p 1

Da 2n’ — 1 ungerade ist, muss auch 2”~™ (2n — 1) ungerade sein. Dies ist nur fiir 27~ = 1 bzw.
m = m’ méglich. Setzen wir m = m’ in (2) ein, so folgt

2 lon —1)=2""12n' —1) <= 2m—-1=2n-1 = n=n.

Insgesamt haben wir (m,n) = (m/,n’). Hiermit ist die Injektivitit von f gezeigt.

Beh.: f ist surjektiv, d.h. f(N x N) = N. Wir miissen begriinden, dass es zu jedem x € N ein
(m,n) € N x N gibt mit z = f(m,n).

Sei dazu x € N beliebig. Nach dem Hinweis existieren a € NU {0} und ein ungerades b € N mit

z = 20h = 2“*1*1(21”%1 _ 1) .

Setze m :=a+ 1 und n := b'g—l. Dann sind m € N und n € N, weil b ungerade ist. Aulerdem gilt

x=2""1(2n — 1) = f(m,n). Hiermit ist die Surjektivitit von f bewiesen.



Beweis des Hinweises (als Bonus): Beh.: Zu jedem x € N gibt es ein a € NU{0} und ein ungerades
b € N mit z = 2.

Sei z € N. Betrachte die Menge M := {y € NU{0} : 2¥ teilt x}. Wegen 0 € M ist M # (). AuBlerdem
gilt M C {0,1,...,z}, weil 2¥ > x fiir alle y € N mit y > x ist. Somit ist M C NU{0} eine endliche,
nichtleere Menge. Daher existiert max M =: a. Insbesondere teilt 2% die Zahl x, d.h. es gibt ein
b € N mit x = 2%. Wire b gerade, so existiert ¢ € N mit b = 2c. Dann ist x = 2b = 2%, Folglich
teilt 2011 die Zahl z, so dass auch a + 1 in M liegt, was aber der Maximalitéit von a widerspricht.
Also ist die getroffene Annahme, dass b gerade ist, falsch. Das bedeutet, dass b ungerade ist.

Bemerkung: Eine Menge A wird als abzdihlbar unendlich bezeichnet, wenn sie die gleiche Méchtigkeit
hat wie die Menge der natiirlichen Zahlen N. Dies bedeutet, dass eine Bijektion zwischen A und
N existiert, die Menge A also ,durchnummeriert® werden kann. Wie oben gesehen, gibt es eine
bijektive Abbildung N x N — N, daher ist die Menge N x N abzdhlbar unendlich.



	Aufgabe 1
	Aufgabe 2
	Aufgabe 3
	Aufgabe 4

