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Aufgabe 1
Wir bemerken zunéichst, dass die Ungleichung x < 4 4+ v/ — 2 nur fiir x > 2 sinnvoll ist. Es gilt
r<4d+vVr—2 <<= zxz—4<Vr—2.
Im Fall z > 4 ist dies nach Aufgabe 2 d) vom 4. Ubungsblatt #iquivalent zu (man beachte z —4 > 0)
(r—4°<2-2 <= 2*-8+16<2-2 = 22-924+18<0
— (z—-3)(z—6)<0
Oundx—620) oder (m—320undx—6<0)
Oundz—6<0) <= z€[3,6]

— (z-3

VoA

— (z-3

Da wir nur « > 4 betrachtet haben, gilt < 4 + v/ — 2 in diesem Fall genau fiir € [4, 6].

Fiir jedes x € [2,4) gilt x —4 < 0 und, da die Wurzel nach Definition nlchtnegatlv ist, geniigt jedes
x € [2,4) der Ungleichung = — 4 < 0 < v — 2 und somit auch z < 4+ vz —

Insgesamt haben wir

r<d+Vr—2 <<= ze€[4,6/U[2,4) <<= =x€]2,6].

Aufgabe 2
a) Seien z,y € (0,00). Dann gilt:

A.2d), 4.Ub

Vi+y<Vz+/y T sty<z+ 2V y+y = 0< 2V .

Die letzte Ungleichung ist offenkundig wahr.

Bemerkung: Die behauptete Ungleichung \/z +y < /z+,/y ist ein Spezialfall der Abschétzung
(x 4+ y)® < 2® 4 y® fiir jedes s € Q mit 0 < s < 1. Diese kann man wie folgt nachrechnen:
T +y T Y z Yy

s = = < =25 s
(513 + y) (33 + y)lfs (m + y)lfs + (IE + y)lfs xlfs + ylfs T+ Y

Nun zur zweiten Ungleichung:

VT + V7 < 517 % VI i+ VEy < aVE+ Ve
= 0<zvr—ayy+y/y—yvz
= 0<(z—y(Vz—y)

Die letzte Aussage ist wahr, denn:

1. Fall: © < y. Dann gilt \/z < \/y und daher auch 0 < (z — y)(v/z — /).
2. Fall: x > y. Dann gilt \/z > ,/y und daher auch 0 < (z — y)(v/z — \/¥), also erst recht
0< (@ —y)(Vr— V)

Hier verwendeten wir die Tatsache, dass fiir alle a,b > 0 gilt:

a<b < a<Vb sowie a<b < Va<vb.
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b) Seien z,y € (0,00). Es gilt

Va-vil < Vir—yl “PEE™ (Vemvi) < (ViE—ul)? = o-2vEyity < eyl

Im Fall x < y ist dies dquivalent zu

-2V yty<y—z = 2-2V2/y<0 <= Va(Vz-,y)<0
Letzteres ist wahr wegen z <y = /& < /Y.

Fiir > y (dies kénnte man auch direkt aus obigem Fall folgern, weil |/z — /y| < /|z — y|
symmetmsch bzgl. Tausch z «~ y ist) ergibt sich

-2z yty<z—y <= 2Y-2zy<0 <= Jy(yy—+vz)<0

Letzteres ist wahr wegen x>y = /x > \/y.

Aufgabe 3

a) Bsgilt: 25=(3-9)=(3-4)(9—6i+14%) = (3—1)(8 — 6i) = 24 — 18i — 8 + 6i%> = 18 — 26i.
Folglich hat 2% den Realteil 18 und den Imaginirteil —26. Ferner ist 23| = /182 + (—26)2 =
v/1000 = 10v10 Alternativ kann man |z3| auch berechnen, ohne z3 bestimmt zu haben:

123 = |2 = 32+ (1)’ = v10° = 10v/10.

b) Wir erweitern den Bruch geeignet (Standardtrick: zz ist reell, daher ergibt % ==
einen reellen Nenner):

1 1 1 341 3+t 3+1 3 1.

g
Ny
I

. 3.7 3-:3+:i ®_2 10 10 10"

Also hat 1/z den Realteil - und den Imaginirteil ;5. Der Betrag von 1/z ist |1/z]|
\/ 105 + 185 = V'1/10 = v/10/10, alternativ: [1/z| = 1/]z| =1/v10 = v/10/10.

c) Esergibt sich z-w = (3 —4)(=1+42i) = =3+ 6i +i — 22 = —1 + 7i. Also hat 2 - w Realteil
—1 und Imaginirteil 7. AuBerdem gilt |z - w| = /1 + 49 = V50 = 5v/2 = || - |w].
d) Esistz?=(3-— i)2 = (3+14)? = 9+6i+i% = 8+6i und wegen w? = (—1+2i)? = 1 —4i+4i? =
—3 — 44 ergibt sich
1 1 —-3+4i -3+4 —3+4 3 4

w2 —3—4i —3+4i 9—-16i2 25 25 T a5"

Z24+1/w? = (846i)+ (— 5 + 551) hat somit Realteil 8— 2 = 37 und Imaginérteil 6+, = 2.

Der Betrag von z2 + 1/w? lautet |22 + 1/w?| = V1972 + 1542/25 = /2501 /5.

Aufgabe 4

a) Hier handelt es sich um die Menge aller z € C, die vom Punkt —1 — ¢ den gleichen Abstand
haben wie vom Punkt 3 + 3i. Das ist die Mittelsenkrechte der Verbindungsstrecke dieser
beiden Punkte, also die Gerade Im z = —Re z + 2.

b) Dies ist der Schnitt zwischen dem AuBeren des Kreises um 4 mit Radius 1 (einschlieflich der
Kreislinie) und dem Inneren des Kreises um 1 + 27 mit Radius 3 (ohne Rand). Die Menge ist
in der Skizze schraffiert.

c) Die komplexe Zahl z = z + iy (mit z,y € R) liegt genau dann in dieser Menge, wenn
1 > Re(2%) = Re((z +iy)?) = Re(z? + 2izy — y*) = 2° — ¢

gilt, d.h. fiir 22 <1+ 3?2, also |z| < /1492 bzw. —\/1+ 9% <z < /1 +y?2. Die Menge ist

in der Skizze schraffiert; man beachte, dass es sich um eine unbeschrinkte Menge handelt.
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Aufgabe 5
a) Wir verwenden die geometrische Summenformel
n—1
k 1—q" ..
¢ =7 fir alle n € Nund ¢ € C\ {1}.

—q

k=0

In Aufgabe 2 b) des 4. Ubungsblatts wurde diese fiir reelle ¢ # 1 gezeigt. Diesen Beweis kann
man wortwortlich auch fiir ¢ € C\ {1} fithren. Danach gilt

22 22 . D% .

, , 1—(1—-4)% 1—(1—-9)2 —i
E 1—di)f=—-1 E 1—)fe= o — 7 g4 =
k:l( i) +k70( i) T * i —i

=-1- i(_l —(1—14)%).
Wegen
(1- i)22 _ ((1 _ i)2)11 =(1-2i+ i2)11 _ (—2z’)11 _ (—1)112111'11 — _ol1;3,8 _ oll;
ist
(1—0)% =211 —4) =21 +1).

Damit erhalten wir

22
Y (—i)f =—1—i(1—2"(1+1) = -1 - 2" +i(2" - 1) = —2049 + 2047 4.
k=1



b) Fiir jedes n € N folgt mit der geometrischen Summenformel

SE) (D) =i () =y e

i 1= (/2" +i/2— (i/2)"T
=5 (/2)1+_¢/22/4(/2) =55 (- Gr i)
2 4N 2.0 N 20 12 N o
:gz<1+z/2)+5z<—(z/2) —(i/2) ):gz—g+5z(—1—z/2)(z/2)
2 )"

2. 1+(2,+1>2
575 5' 7 5)on

Nun seien m € Ng und r € {0,1,2,3} mit n = 4m + r. Dann gilt

no__ i4m+7‘

7

:Z4mZT:(,L4)mZT:1mZT:ZT

und damit
-7

2/ 5 5 5 5/27
k=1
Fiir » = 0 (also, falls n durch 4 teilbar ist) gilt

z":(i)’f_%_u(_?ig)l__u1+i(2_1)
2/ 5 5 5 5/2n 5 5.2n 5 5.2n-1)°

Fiir » = 1 (also, falls n durch 4 mit Rest 1 teilbar ist) gilt

S0 =35+ (Gt 5)a =5 e i+ )

Fiir r = 2 (also, falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist) gilt

B -3 b (B D - i G ).

Fiir » = 3 (also, falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist) gilt

S -3 b (2 D5 kG ole)

Wir lesen ab:

—% + 5% , falls n durch 4 teilbar ist
Re (i(l)k> _ —% + 5,23171, falls n durch 4 mit Rest 1 teilbar ist
Pt 2 —% — 5% , falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist
—% — 5_2}L,1, falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist

% — 5.2%, falls n durch 4 teilbar ist
m (zn: ( i >k> _ % + 5% , falls n durch 4 mit Rest 1 teilbar ist
— 2 % + 5.2711_1, falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist
% — 5% , falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist



Aufgabe 6
Seien w, z € C. Mit Hilfe von |\|? = A\, X =\ und Re(A) = (A + ) (fiir alle A € C) erhalten wir

z+wP=GE+w(z4+w)=(z+w)(Z+T) =2z2+ 2w+ +w = |22 + 2Re(zw) + |w|>.

wE
~~
=Wz=2W
Daraus ergibt sich sofort
|z —w]? =z + (—w)* = |2|* + 2Re(z(—w)) + |—w|* = |2* = 2Re(2wW) + |w|*.
Addiert man diese Gleichungen, so folgt
|z +w + |z — w|? = 2|2 + 2Jw|?.
Geometrische Bedeutung: In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der Diagonalen-

lingen gleich der Summe der Quadrate der Seitenldngen.

4+ Im
Z+w
|w|
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