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Aufgabe 1
a) i) Offenbar ist die Gleichung 23 + 8 = 0 fiir z = —2 erfiillt. Mit Hilfe der Polynomdivision

P4+8i(z—(-2)=( 28 +8):(2+2)=22-22+4
— 23— 222
— 222
222 + 42
4z + 8
-4z -8
0

erhalten wir

B 48=0 (z+2)(22-2:44)=0 = (2+2)((z—1)*+3)=0
z=—-2 oder (z—-1)2=-3
z=-2 oder z—1=+3i oder z—1=—3i

z=-2 oder z2=1++V3i oder z=1-+3i.

1111

ii) Mit dem Ansatz z = a +ib (a,b € R) erhalten wir

2= = a®+2aib+ (b)) =a>+V < da®+2aib— b’ =a®+ b
<(—L)> = =a>+b und 2ab=0
— —20°=0 und (a:0 oder b:())
<— b=0 und (a:() oder sz)
~— b=0.

[In (*) verwenden wir, dass zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn sie den
selben Real- und Imaginérteil besitzen.]
Also ist 22 = |z|? genau dann erfiillt, wenn Im(z) = 0 bzw. z € R ist.

b) i) Esgilt p(z) = (z — 1)? + 2. Daher ist die Gleichung p(z) = 0 genau dann erfiillt, wenn
(z —1)2 = =2 gilt, d.h. 2 — 1 = i/2 oder z — 1 = —iy/2. Also hat das Polynom p die
zwei Nullstellen z; = 1 +iv/2 und 2z = 1 — iv/2. Hieraus folgt die Linearfaktorzerlegung

p(z) = (z—21)(z — 2) = (2 — 1 —iV2)(z — 1 +iV?2).
ii) Wir stellen zunéchst fest, dass zgp = 0 eine Nullstelle des Polynoms ¢ ist. Also ist

q(z) = 2(23 + (1 +4)2% + (6 + 1)z + 6).
=:r(2)
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Auflerdem ist z; = —1 eine Nullstelle von ¢ und somit auch von 7. Um die noch fehlenden
zwei Nullstellen von ¢ zu bestimmen, fithren wir eine Polynomdivision durch:

r(z)i(z—z1)=( 22+(1+1)22+(6+1i)z+6):(2+1) =2>+iz+6.
—23 —22

iz? 4+ (64 14) 2

—iz? — 1z
6z + 6
—6z—6
0
Durch quadratische Ergénzung erhalten wir nun
1 25
P2 4iz46=0 <— (z+§i)2 ==
<_+L_5. d +1.__5.)
= ztgi=51 oder z+i=—oi

= (z =2i oder z= —Si).
Hieraus ergibt sich die Linearfaktorzerlegung

q(z) = z(z + 1)(z — 20) (2 + 34).

Aufgabe 2
a) Wegen a, = n2TT-L1 = 15; vermuten wir, dass (a,)nen fiir n — oo gegen 2 konvergiert.
Fiir jedes n € N ist ” )
on =2/ = [ an_nl—i— >' - n—2|—1'
Daher ergibt sich
2

2
lanp, —2| <e <= <e <= ”>g—1

n+1
Sei € > 0 beliebig. Wahle ng € N mit ng > % — 1. (Ein solches ng existiert, weil die Menge der
natiirlichen Zahlen nicht nach oben beschrinkt ist.) Wie eben gesehen, gilt dann |a, — 2| < &
fiir alle n € N mit n > ng. Also konvergiert (ay,)nen gegen 2.

Ist € := 10719, so kann man beispielsweise ng :=2-10'0 > 2.1019 -1 = % — 1 nehmen. Damit
gilt |a, — 2| < 10710 fiir alle n € N mit n > 2- 1010,

b) i) Wie in der 6. Saaliibung nachgerechnet, gilt v/n + 1 — y/n — 0 fiir n — oo. Die Folge
(an)nen := (V/n)nen erfiillt also die Voraussetzung i). Allerdings ist (a,)nen divergent.

ii) Definitionsgemif konvergiert eine Folge (ay)nen gegen den Grenzwert a € C, falls es zu
jedem £ > 0 ein ng € N so gibt, dass |a, — a| < € fiir alle n € N mit n > ng gilt.
Die Folge (an)nen geniige der Voraussetzung ii). Wir behaupten, dass dann (ay)nen
gegen 0 konvergiert. Denn:
Sei € > 0. Setze ¢ := \/5/72 > (0. Nach Voraussetzung ii) existiert zu diesem ¢ ein ng € N
so, dass fiir alle n € N mit n > ng stets |a, — 0| = |a,| < 22 = £ ist. Gem#f Definition
bedeutet dies, dass (a,)nen konvergiert und zwar gegen 0.

iii) Sei etwa (ap)neny = ((—1)")nen. Wegen |ay, + an41| = 0 fiir alle n € N ist die Bedingung
iii) erfiillt. Die Folge (ay)nen divergiert jedoch.



Aufgabe 3

a)

b)

d)

f)

g)

h)

Diese Folge ist konvergent, denn es gilt

n*+3n—4  1/n+3/n*—4/n® 1o 0+0-0
L+n2+4n3  1/n3+1/n+4 0+0+4

Ist (bn)nen := (1/n)nen gesetzt, dann konvergiert (by,),en bekanntlich gegen 0. Wére (ay, )nen
konvergent, so miisste nach den Grenzwertsétzen auch die Folge (a, — bp)nen = ((=1)")nen
konvergieren, was aber nicht der Fall ist. Daher ist die Annahme falsch und (a,,),en divergent.

Mit der bekannten Formel ) ;" k = w, m € N, ergibt sich fiir jedes n € N

2 2

n n
k 1 2n®+1) 1-(14+n2
Z nt nt Z 2n4 2
k=1 k=1
Wegen lim,, oo n2 = 0 folgt mit den Grenzwertsitzen lim, ..o a, = 1’(1;0) = %

Fiir jedes n € N gilt

L VI3 (RT3 0 243/VRP _ (2+3/Vn)
"T VR (VRGP 0 G2/ G2/t

Wegen 2 + 3/y/n — 2 und 3 + Z/f — 3 # 0 fiir n — oo konvergiert die Folge (ay,)nen nach

22 _
den Grenzwertsitzen gegen 3 = 27

Wegen (u —v)(u+v) = u? —v? also u — v = (u? — v?)/(u + v) fiir u+ v # 0, ergibt sich

5 9n +2n+1—9n? 2n+1
an m*+2n+1-—3n
CVmZ i 2on+14+3n \/9n2+2n—|—1+3n
B 2+1/n hoo 21
VI+2/n+1/n2 43 V9+3 3

Wir verwenden die geometrische Summenformel

m—1
mo1=(q-1)) ¢"=(@g-DA+q+...+q"2+q") (%)
k=0

fir m =10 und ¢ = ¢, := V1+3n4+n"9#1,n € N (vgl. Aufgabe 2 b), 4. Ubungsblatt).
Damit gilt fiir alle n € N

) () 4 q}LO -1 - n4(3n_4 + n‘g) - 3+n0

4
anp =n"(g,—1) = n"~ = = .
" (4n G+E+. A+l A+E+ A+l A+ + . g+l

Wegen ¢, — 1 und n=® — 0 folgt a,, — % (n — o00).

Fiir jedes n € N gilt

3=3V3"<a,< VY3 +3n=12.3n=3. V2.

Wegen /2 — 1 (n — oo) folgt mit dem Sandwichkriterium: lim a,, = 3.

n—oo
Es gilt |35 = ]34+ 4i| = £v/324+42 = £ und |(3)"| = |3+4Z\” (%)™ fiir alle n € N
Wegen limn_,oo(é)” — 0 folgt hmn_wo(g‘ﬂj“) — 0 und somit lim, . & 5+(% + yn §+0 = §




Aufgabe 4

a) Esseien (an)nen = ((—=1)")nen und (bp)nen = (1)nen-
Dann ist (ap)nen beschriankt und (b, )pen konvergent. Jedoch konvergiert die Folge (¢p,)nen
mit ¢, := ay, - by, = (—1)" nicht.

b) Nun seien (ap)nen eine beschrinkte und (by,)nen eine Nullfolge. Behauptet wird, dass die
Folge (¢p)nen mit ¢, := ay, - by, gegen 0 konvergiert.

Da (an)nen beschriankt ist, existiert eine Konstante K > 0 so, dass |a,| < K fiir alle n € N
gilt. Deshalb ergibt sich fiir jedes n € N

len] = |an - bp| = |an| - |bn| < Kby

Wegen b,, — 0 konvergieren auch |b,| — 0 und K|b,| — 0 fiir n — co. Mit dem Sandwichkri-
terium folgt ¢, — 0 fiir n — oco.

Aufgabe 5

a) Da in der Schaltung S; zwei Widerstéinde R in Reihe geschaltet sind, ist W7 = 2R.
Fiir n € N mit n > 2 sieht die Schaltung .5,, folgendermaflen aus:

—E

d

[
g
|
0

1
1
|
1
i
1
1
I
I
1
L

Widerstand W,,_1

Widerstand R

Da die Widerstinde R und W,,_; parallel geschaltet sind, gilt

1.1, 1 e R= fWa
R R W, R+ W,

R und R sind in Reihe geschaltet, daher ergibt sich fiir den Gesamtwiderstand von S,

D RWn—l
Wo,=R+R=R+——7-—.
+ + R+ Wn—l
Zusammen haben wir
RWy, 1 }
=9 = - f N\ {1}
W1 =2R, W, R+R+Wn—1 iirn € N\ {1}

b) Die Folge (an)nen mit a,, := W,,/R ist gegeben durch

Ap—1

a1 =2,  ap=1+-—"1_
1 n 14‘an—1

fir n € N\ {1}.

Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass %(1 + \/5) < a, < 2 fiir alle n € N gilt.

TA: Wegen a; = 2 ist %(1 ++/5) < a, < 2 fir n = 1 erfiillt. Dabei beachte man, dass aus
V5 < 3 die Giiltigkeit der Ungleichung (1 +v/5) < 1(1 + 3) = 2 folgt.



IS: Sei n € N. Fiir dieses n gelte %(1 +5) <ap <2 (IV). Dann folgt einerseits

1 v 1 1+v5 3—-+5
n o+ %(1+f)+ 3+v5 3—5
-2+4+2v5 1
—1+9_5‘[—2 —f (1+xf)

und andererseits

LR DA S TR
a = = - = — =
"“ 1+ay PR 3

an

N
N

w| ot

AuBerdem ist (a,)neny monoton fallend, denn fiir alle n € N gilt

1+an+an_an(1+an) . _a%"‘an“‘l

=1 —a, = -
Gnt1 = Gn = +1—|—an n 1+ a, 1+a,
_1+v5 _1-v5
- _(a" 2 >)(an 2~) <0, da a, > 1+2‘/‘F’.
1+ay,

c) (an)nen ist als beschrinkte und monoton fallende Folge konvergent. Aus

Qi1 =1+ 5 j_”an fiir alle n € N
folgt fiir den Grenzwert a := lim a, nach den Grenzwertsétzen (Man beachte hm apt1 = a.)
n—oo
azl—i—lj_ —= —d*tat+tl=0 <= (1:1*'—2‘/5 oder a:I_T‘/g.
a

Wegen a,, > % fiir alle n € N muss auch auch a > H\[ gelten. Deshalb ist a = +2\/g‘
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