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Aufgabe 1

a) Seien (an)nen und (b, )nen beschrénkte Folgen in R. Dann ist auch (ay + bn)nen beschrénkt
und geméaf Definition gilt
limsup(a, + b,) = lim sup{ap +bg: k >n}.
Wegen {ap + by : k = n} C {ar + b : k,l > n} fir jedes n € N gilt nach Satz (2) in 4.5:
sup{ar + bi : k> n} <sup{ag + b : k,1 > n}. Damit folgt
limsup(a, + b,) = lim sup{ag + b; : k > n} < lim sup{ay +b;: k,l > n}
n—od n—odo

n—oo

23 Ub lim (sup{ak ck>n}+sup{b > n}) = limsup a, + limsupb,, .
n—oo

n—oo n—oo

Sind (an)nen := ((=1)")nen und (bp)nen := ((—=1)"™)pen, so gilt a, + b, = 0 fiir alle n € N.
Daher ist
limsup(a, + b,) =0 < 1+ 1 =limsupa, + limsup b, .

n—oo n—oo n—oo
b) Seien a € C und (an)nen eine Folge in C. Beh.: lim,, . a, = a <= limsup,, . |a,—a| = 0.

“=": Es gelte lim,, o a, = a. Nach 6.2 (2) gilt dann lim, . |a, — a| = 0, also auch
limsup,, o |an —al = 0.

“<=": Nun gelte limsup,,_, . |a, —a| = 0. Wegen |a,, — a| > 0 fiir alle n € N ergibt sich
liminf,_, |a, —a| = 0. Deshalb erhilt man

0 < liminf |a,, — a| < limsup|a, —a| =0,
n—oo n—o0

was auf liminf,,_, |an, —a| = limsup,,_, . |an, —a| = 0 fithrt. Also ist (|a, —a|)nen konvergent
mit limy, 0 |an, — al = 0. Nach 6.2 (2) gilt dann lim,,—, a,, = a.

Aufgabe 2

a) Die Bernoullische Ungleichung liefert 2" = (1+1)" > 1+n-1 > n fir allen € N, d.h. es ist
stets /n < 2. Somit ergibt sich fiir alle n € N

vn
X

n!

Bekanntlich konvergiert Y > % (mit Reihenwert e), also ist auch Y > | b, konvergent, und
o  Yn
n=1 "nl

die absolute Konvergenz der Reihe >
dere konvergiert die Reihe.

folgt mit dem Majorantenkriterium. Insbeson-

b) Es gilt fiir alle n € N
— 1+n?—n? 1 1 1
1—.|—n2—n: = 2 = — =IC 20
Vitn2+n Vi4+n24+n an24n 3n "

Da die Reihe tiber ¢, divergiert, gilt dies nach dem Minorantenkriterium auch fiir die zu
untersuchende Reihe. Insbesondere ist die Reihe nicht absolut konvergent.
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c) Firallen € Nmit n > 3 gilt |3+ 1| <3+ 1% = 2 und daher [(§ + 1)"| < (2)". Die
geometrische Reihe Y o° ,(2)™ ist also eine konvergente Majorante von Y oo ,(3 + 1)". Nach

dem Majorantenkriterium ist ZZOZQ(% + %)” absolut konvergent, also insbesondere konvergent.

d) Fir jedes n € N schreiben wir a,, := % = (—1)"b,, mit by, m. Die Folge (by,)

konvergiert gegen 0. Ferner ist (b,) monoton fallend, denn fiir alle n € N gilt

_1\n+1
bo o 3(n+1)+ (=1

o= >1 < 3>(-1)"—(-1D)"' & 3>2(-1)"
bn+1 3n+(=1)n (=1)" = (=1) (1)

und die letzte Ungleichung ist offenkundig wahr. Nach dem Leibnizkriterium konvergiert
S>> (—=1)"b,. Wegen

n=1

1 1 1

= 2 =
@ 3n+(=1)" " 3n+n 4n

und der Divergenz von Y o0 L ist 3°°° | L eine divergente Minorante fiir }°° ; |a,|. Deshalb
ist > "7, ay, nicht absolut konvergent.

e) Wir wissen, dass {/n ~—— 1 gilt. Daher ist die Folge ({/n) beschrinkt, d.h. es gibt eine
Konstante C' so, dass {/n < C fir alle n € N gilt. Hiermit erhalten wir fiir alle n € N

. >L
S nyYn” Cn’

Da die harmonische Reihe )7, % divergent ist, folgt die Divergenz der zu untersuchenden
Reihe aus dem Minorantenkriterium. Insbesondere ist die Reihe nicht absolut konvergent.

n

Aufgabe 3
a) Offenbar ist a; = 2 > 0. Fiir jedes n > 1 gilt wegen n > v/n

1 (=t 1 11 1
an:ﬁ‘FT?i—* ———=0.
n—oo n—oo

Die Konvergenz von (a,) gegen 0 folgt aus 1/y/n —— 0, 1/n —— 0 und den Grenz-
wertsatzen.

B
3
3
3

b) Fiir jedes N € N gilt

o (=)™
n=1 N
terium konvergiert; insbesondere ist die Folge ihrer Partialsummen (Z

die nach dem Leibnizkri-

N(l))
n=1 /n /NeN

oben beschrinkt, d. h. es gibt eine Konstante C' mit Z \f) < C fiir alle N € N. Es folgt

Die erste Summe ist die N-te Partialsumme der Reihe )

nach

N
1
SN<C—Z; fiir jedes N € N.

Aufgrund von ZnN=1% — oo fir N — oo folgt sy Noeo, —o0, d.h. die gegebene Reihe
S>> (—=1)"a,, ist tatsdchlich divergent.

n=1

c) Das Leibnizkriterium ist nicht anwendbar, weil die Folge (a,,) nicht monoton ist.



Aufgabe 4

a) Esseip e N fest sowie (ap)nen, eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Um die Konvergenz
von Y > ((an — anyp) zu beweisen, betrachten wir die Folge der N-ten Partialsummen (sy)
und zeigen, dass diese fiir N — oo konvergiert. Fiir jedes N € N mit N > p gilt

N N N—p N
sy =D _(an—any) Zan Z%w = Zan D an =D nip= D, Gnip
n=0 n=p n=0 n=N-p+1
——
N—p
= > Gkip
p—1 N B
= E Ay — E An+4p-
n=0 n=N-—-p+1
Wegen limy o an+1 = a,limy_c an42 = a, ..., limy_ an4, = a folgt
N
N—oo
g Qptp = ANy1 +aAN42+ ...t aN1p —— a+a+...+a=pa.
—_——
n=N-—p+1 p Summanden

Demnach konvergiert > > (@, — an4p) und es gilt

o] p—1

E (anp — pyp) = lim sy = g an — pa.
N—o0

n=0 n=0

b) i) Seip € N fest. Fiir jedes n € Nmit n > p+ 1 gilt

1 1 _ 1< 1 1 )
n?—p*> (n—p)(n+p) 2p\n—p n+p/

Damit ergibt sich

i 1 1 & ( 1 1 )k =n—(p+1) 1 i( 1 1 )
el — - —_
n=pr1 b P 2pn:p+1 n—p n+p 2pk:0 E+p+1—p k+p+1+p

o0 o0

1 1 1 1 1
= - S - it ap = ——.
2pkz_0(k—|—1 k+2p+ 1) 2p;(“’f Gtzp) it a = e

Da die Folge (ak)ren, gegen a = 0 konvergiert, liefert der a)-Teil, dass die Reihe

Yo 1 n2 po konvergiert und
00 1 1 0o 2p—1 2p—1 1 2p 1
5 = 5 > _(0k — aryap) ak —2p-0=

ii) Seix € R\ {—1,1}. Mit Hilfe von # = ﬁ _ 1_1y2 (fiir y — 22" erhalten wir

(o.9] on o0 00

’ 1 ! . 1

ZW :Z<1_$2TL - 1—I2n+1) :Z(an_anJrl) mlt ap = w

n=0 n=0 n=0

Die Folge (ay) ist konvergent mit Grenzwert 1, falls |z| < 1, und Grenzwert 0, falls
|z| > 1. GemiB a) konvergiert die Reihe Y > (@, — an+1) und ihr Wert lautet

o0 on o0 1 .
T . — =1 firlz| <1
ZW: E (an — ant1) =ap—1- lim an:{ ooy .. =

e or n—oo 1=z ful“ |IE| >1



Aufgabe 5

a) Gegeben seien ¢ € [0,1) und eine Folge (an)nen, in C mit

b)

lan+1 — an| < q - |ap —an—1| fir alle n € N. (%)
Mit Hilfe von vollstéindiger Induktion rechnen wir zunéchst nach
|ant1 —an| < ¢" - |ag —ap| fir alle n € N. ()

TA (n = 1): Wegen (x) ist |ag — a1| < ¢* - |a1 — aol.
<

IS: Sei n € N. Es gelte |an+1 — an| < ¢" - |a1 — ag| (IV). Dann erhélt man

) w) "
lany2 — ani1] < - lang1 —an| < q-¢"-lar —agl =¢"" - a1 — aol.

Wir zeigen nun

Ve>0 dng e N VEeN Vn>ng: |anik —an| <e.

Fiir beliebige k,n € N gilt

k—2 k—2
Op4k — Gn = Qn+k + (Z an+j+1> - <Z an+l+1> — an

7=0 =0
k—2 k—1
Ji=l+1
= Qn+k + § An+j+1 | — Z Uniyj | — an
Jj=0 Jj=1

1

k—1 k—1
j=0 7=0

Mit der Dreiecksungleichung, () und der geometrischen Summenformel ergibt sich

(An+j+1 — antj)-
0

<

k—1 k-1 k-1
|an sk = an| <D lansjn = anigl <Y q"Far —aol = ¢" Y ¢’ lar — ag|
i= j=0 =0
1— k n
=q" 1_61 |a1—a0|< 1q_q|a1—ao\.

Sei nun € > 0 beliebig. Wegen 0 < ¢ < 1 konvergiert die Folge (% |ar — ag|)nen gegen 0,

daher finden wir ein ng € N mit lq—_nq lap — ag| < ¢ fiir alle n > ng. Demzufolge ist
|ap ik —an| <e  fiirallen > no und k € N. (+)
Hieraus folgt
lam —an| < e fiir alle m,n € N mit m,n > ng.

[Denn: Seien m,n € N mit m,n > ng beliebig. Ohne Einschrankung sei m > n. Dann ist
k:=m —n € N und nach (+) ergibt sich |a,, — ap| = |anir — an| < €]

Fazit: (apn)nen, ist eine Cauchy-Folge in C und daher konvergent.

Bekanntlich ist die harmonische Reihe Y22, % divergent, d.h. die Folge der Partialsummen
(sn)nen == (O_p_y %)neN ist divergent. Betrachte (a,)nen, mit a, := sp41 fiir jedes n € No.
Dann gentigt (an)nen, der Voraussetzung in b), denn fiir alle n € N gilt

1 < 1
n+2 n+1

|an+1 - an| = |8n+2 - 3n+1| = = |3n+1 - Sn| = |an - an71|-

Allerdings divergiert (an)nen,-
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