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3. Übungsblatt

Aufgabe 12

Bestimmen Sie alle x ∈ R mit

a) |x− 4| = |x+ 1|; b) |2x| > |5− 2x|;

c)
∣∣2− |2− x|∣∣ 6 1; d) |x+ 1|+ |x− 1| > 2;

e)
3x

1 + |x|
< 4x2; f) 2x+

1

1− x
> 1.

Aufgabe 13

Beweisen Sie, dass für alle x, y ∈ R gilt:

a)
|x+ y|

1 + |x+ y|
6

|x|+ |y|
1 + |x|+ |y|

6
|x|

1 + |x|
+
|y|

1 + |y|
;

Tipp: Verwenden Sie a
1+a = a+1−1

1+a = 1− 1
1+a für a 6= −1.

b) max{x, y} =
x+ y + |x− y|

2
und min{x, y} =

x+ y − |x− y|
2

.

Aufgabe 14

a) Es seien x, y ∈ R sowie ε > 0. Zeigen Sie:

i) 2xy 6 ε2x2 +
1

ε2
y2 ; ii) (x+ y)2 6 (1 + ε2)x2 +

(
1 +

1

ε2

)
y2 .

b) Nun seien x, y ∈ (0,∞). Beweisen Sie:

i)
√
x+ y 6

√
x+
√
y 6

x
√
y

+
y√
x

; ii)
∣∣√x−√y∣∣ 6√|x− y| .

c) Bestimmen Sie alle x ∈ R, die x 6 4 +
√
x− 2 erfüllen.

Aufgabe 15

a) Überzeugen Sie sich davon, dass für vier positive Zahlen a, b, c, d aus a
b 6 c

d folgt, dass a
b 6

a+c
b+d 6 c

d .

b) Das harmonische Mittel H(a, b) zweier positiver Zahlen a, b ist definiert durch H(a, b) := 2ab
a+b .

Begründen Sie, warum
H(a, b) 6

√
ab

für alle a, b > 0. Warum gilt hier Gleichheit genau dann, wenn a = b?

Aufgabe 16

Zeigen Sie, dass die Funktion f : N× N→ N, (m,n) 7→ 2m−1(2n− 1) bijektiv ist.

Hinweis: Sie können verwenden, dass es zu jeder natürlichen Zahl γ Zahlen a ∈ N∪ {0} und b ∈ N,
wobei b ungerade ist, gibt mit γ = 2ab.
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